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Аннотация. Настоящая работа посвящена изучению локальной нуль-управляемости 
линейной системы, получению необходимого и достаточного условий локальной 
нуль-управляемости этой системы. 
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Рассматривается управляемая автономная линейная система, движение которой 

на интервале времени 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇 < ∞, описывается n-мерной системой 

�̇� = 𝐴𝑥 + 𝜑(𝑢),                     (1) 

где 𝑥(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 𝑥 - фазовый вектор системы, 𝐴 – вещественная матрица (𝑛 × 𝑛), 𝑢(𝑡) – 

вектор (𝑟 × 1) управляющих воздействий, 𝑢 ∈ Ω ⊂ 𝑅𝑟, где в Ω ∃𝑢0 ∈ Ω ∶ 𝜑(𝑢0) = 0; 

𝜑(𝑢): 𝑅𝑟 → 𝑅𝑛 – выпуклая суммируемая функция. 

Пусть 𝑆 – множество нуль-управляемости системы (1), т.е. множество точек 𝑥0 ∈
𝑅𝑛, из которых можно попасть в нуль за конечное время с удовлетворением условий на 

управление. Система локально нуль-управляема, если 0 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝑆. 

Теорема. Для того, чтобы система (1) была локально нуль-управляемой, 

необходимо и достаточно, чтобы 1) ∄ вещественного собственного вектора 

сопряженной к матрице 𝐴 матрицы 𝐴∗, опорного к множеству {𝜑(𝑢), 𝑢 ∈ Ω}, и 2) ∄ 

комплексного собственного вектора матрицы 𝐴∗, ортогонального к тому же 

множеству. 

Доказательство. Необходимость. Докажем от противного. Для этого покажем, 

что следующие два случая невозможны: 

1) ∃𝑦(вещественный собственный вектор матрицы 𝐴∗), опорный к {𝜑(𝑢), 𝑢 ∈
Ω}: (𝑦, 𝜑(𝑢)) ≤ 0 ∀𝑢 ∈ Ω; 

2) ∃𝑦(комплексный собственный вектор матрицы 𝐴∗), ортогональный к {𝜑(𝑢), 𝑢 ∈
Ω}: (𝑦, 𝜑(𝑢)) = 0 ∀𝑢 ∈ Ω. 

Скалярное произведение: 

(𝑦, 𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢)) = (𝑒−𝐴∗𝜏𝑦, 𝜑(𝑢)) = 𝑒−𝜆𝜏 (𝑦, 𝜑(𝑢)) {
≤ 0 (случай 1)
= 0 (случай 2)

; 

Так как 
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𝑆 = {𝑥0: 𝑥0 = − ∫ 𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢(𝜏))𝑑𝜏

𝑇 

0

, 0 < 𝑇 < ∞, 𝑢 ∈ Ω}, 

то в случае 1) 
(𝑦, 𝑥0) ≥ 0  ∀𝑥0 ∈ 𝑆,        (2a) 

а в случае 2) 
(𝑅𝑒 𝑦, 𝑥0) ≥ 0  ∀𝑥0 ∈ 𝑆.        (2b) 

А так как 𝑅𝑒 𝑦 =  
1

2
 (𝑦 + �̅�), где �̅� – собственный вектор матрицы 𝐴∗ при �̅� ≠ 𝜆, и 

так как 𝑦 и �̅� линейно независимы, то 𝑅𝑒 𝑦 ≠ 0. 

Из (2a) и (2b) следует, что 0 – граничная точка S, что противоречит условию 

локальной нуль-управляемости. 

Необходимость доказана. 

Достаточность. Сначала докажем, что 𝑆 – выпуклое. Пусть 𝑥1 и 𝑥2 ∈ 𝑆. Тогда  

𝑥1 = − ∫ 𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢1(𝜏))𝑑𝜏

𝑇

0

; 

𝑥2 = − ∫ 𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢2(𝜏))𝑑𝜏

𝑇

0

. 

Пусть 𝜆 ∈ [0,1]. Нужно проверить, принадлежит ли линейная комбинация 𝑥1 и 𝑥2 

множеству нуль управляемости, т.е. 

𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2 ∈⏞
?

𝑆; 

𝜆𝑥1 = − ∫ 𝜆𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢1(𝜏))𝑑𝜏

𝑇

0

; 

(1 − 𝜆)𝑥2 = − ∫(1 − 𝜆)𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢2(𝜏))𝑑𝜏

𝑇

0

; 

𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2 = − ∫ 𝜆𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢1(𝜏))𝑑𝜏

𝑇

0

− ∫(1 − 𝜆)𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢2(𝜏))𝑑𝜏

𝑇

0

= 

= − ∫ 𝑒−𝐴𝜏[𝜆𝜑(𝑢1(𝜏)) + (1 − 𝜆)𝜑(𝑢2(𝜏))]𝑑𝜏

𝑇

0

. 

Так как 𝜑(𝑢1), 𝜑(𝑢2) – выпуклые функции, то их линейная комбинация 𝜆𝜑(𝑢1) +
(1 − 𝜆)𝜑(𝑢2) будет тоже выпуклой функцией, поэтому 

𝜆𝑥1 + (1 − 𝜆)𝑥2 ∈ 𝑆. 
В силу произвольного выбора 𝑥1, 𝑥2 𝑆 – выпуклое множество. 

Докажем, что 𝑆 содержит нуль в качестве внутренней точки. 

Для этого докажем, что ∀𝜂 ≠ 0 ∃ 𝑇 и суммируемая функция 𝑢(𝜏) на [0, 𝑇] ∶
(𝜂, 𝑥0) < 0 , 
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𝑥0 = − ∫ 𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢(𝜏))𝑑𝜏

𝑇

0

. 

Пусть 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑝 – вещественные собственные значения матрицы 𝐴∗, 

𝜆𝑝+1, 𝜆𝑝+2, … , 𝜆𝑝+𝑞 – комплексные собственные значения матрицы 𝐴∗ с 𝐼𝑚 𝜆 > 0, 

𝜆𝑝+𝑞+1, 𝜆𝑝+𝑞+2, … , 𝜆𝑝+2𝑞 – сопряженные к первым 𝑝 + 𝑞 собственные значения матрицы 

𝐴∗ собственные значения. 

Так как 𝑅𝑛 – прямая сумма корневых подпространств 𝐴∗, то  

𝜂 = ∑ 𝜂𝑖

𝑝+2𝑞

𝑖=1

, 

где 𝜂𝑖 – корневой вектор, отвечающий 𝜆𝑖. 

Пусть 𝐼 – подмножество индексов 𝑖 (𝐼 ⊂ {1,2, … , 𝑝 + 2𝑞}) таких, что 𝜂𝑖 ≠ 0. 

Тогда  

𝜂 = ∑ 𝜂𝑖

𝑖∈𝐼

. 

Рассмотрим  

(𝜂, 𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢)) = (𝑒−𝐴∗𝜏𝜂, 𝜑(𝑢)) = ∑(𝑒−𝐴∗𝜏𝜂𝑖, 𝜑(𝑢)).

𝑖∈𝐼

 

Далее, пусть 𝜂𝑖 – корневой вектор 𝐴∗ кратности 𝑘𝑖 + 1.  

𝑒−𝐴∗𝜏 = 1 − 𝐴∗𝜏 +
(−𝐴∗𝜏)2

2!
+

(−𝐴∗𝜏)3

3!
+ ⋯ = 

= 1 − 𝐴∗𝜏 +
(𝐴∗𝜏)2

2!
−

(𝐴∗𝜏)3

3!
+ ⋯ +

(−1)𝑘𝑖(𝐴∗𝜏)𝑘𝑖

𝑘𝑖!
+

(−1)𝑘𝑖+1(𝐴∗𝜏)𝑘𝑖+1

(𝑘𝑖 + 1)!
+ ⋯ ; 

𝑒−𝐴∗𝜏𝜂𝑖 = 𝜂𝑖 − 𝐴∗𝜏𝜂𝑖 +
(𝐴∗𝜏)2

2!
𝜂𝑖 −

(𝐴∗𝜏)3

3!
𝜂𝑖 + ⋯ +

(−1)𝑘𝑖(𝐴∗𝜏)𝑘𝑖

𝑘𝑖!
𝜂𝑖 + 

+
(−1)𝑘𝑖+1(𝐴∗𝜏)𝑘𝑖+1

(𝑘𝑖 + 1)!
𝜂𝑖 + ⋯ ; 

𝑒−[𝐴∗−𝜆𝑖𝐸]𝜏𝜂𝑖 = 𝜂𝑖 − [𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏𝜂𝑖 +
([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)2

2!
𝜂𝑖 −

([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)3

3!
𝜂𝑖 + 

+ ⋯ +
(−1)𝑘𝑖

𝑘𝑖!
([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)𝑘𝑖𝜂𝑖 +

(−1)𝑘𝑖+1

(𝑘𝑖 + 1)!
([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)𝑘𝑖+1𝜂𝑖 + ⋯ ; 

Так как ([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)𝑘𝑖+1𝜂𝑖 = (𝜏)𝑘𝑖+1(𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸)𝑘𝑖+1𝜂𝑖, а 

 (𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸)𝑘𝑖+1𝜂𝑖 = 0 (по определению корневого вектора кратности 𝑘𝑖 + 1), то все 

члены 

 
(−1)𝑘𝑖+1

(𝑘𝑖+1)!
([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)𝑘𝑖+1𝜂𝑖 + ⋯ = 0. 

Поэтому,  

𝑒−[𝐴∗−𝜆𝑖𝐸]𝜏𝜂𝑖 = 𝜂𝑖 − [𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏𝜂𝑖 +
([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)2

2!
𝜂𝑖 −

([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)3

3!
𝜂𝑖 + 

+ ⋯ +
(−1)𝑘𝑖

𝑘𝑖!
([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)𝑘𝑖𝜂𝑖; 

𝑒−𝐴∗𝜏𝑒𝜆𝑖𝜏𝜂𝑖 = 𝜂𝑖 − [𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏𝜂𝑖 +
([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)2

2!
𝜂𝑖 −

([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)3

3!
𝜂𝑖 + 
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+ ⋯ +
(−1)𝑘𝑖

𝑘𝑖!
([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)𝑘𝑖𝜂𝑖; 

Отсюда: 

𝑒−𝐴∗𝜏𝜂𝑖 = 𝑒−𝜆𝑖𝜏(𝜂𝑖 − [𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏𝜂𝑖 +
([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)2

2!
𝜂𝑖 −

([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)3

3!
𝜂𝑖 + 

+ ⋯ +
(−1)𝑘𝑖

𝑘𝑖!
([𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸]𝜏)𝑘𝑖𝜂𝑖). 

Обозначим вектор 

𝑦𝑖 =
(−1)𝑘𝑖

𝑘𝑖!
(𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸)𝑘𝑖𝜂𝑖 , 𝑖 ∈ 𝐼; 

𝑦𝑖 ≠ 0 и является собственным вектором для 𝐴∗. 
При достаточно больших 𝜏: 

(𝜂, 𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢)) = ∑ 𝑒−𝜆𝑖𝜏(𝜏𝑘𝑖𝑦𝑖 + 𝑔𝑖(𝜏), 𝜑(𝑢))

𝑖∈𝐼

, 

где 

𝑔𝑖(𝜏) = 𝑜(𝜏𝑘𝑖) = ∑
(−𝜏)𝑗

𝑗!
(𝐴∗ − 𝜆𝑖𝐸)𝑗𝜂𝑖.

𝑘𝑖−1

𝑗=0

 

Пусть  

𝐼1 = 𝐼 ∩ {1,2, … , 𝑝}; 
𝐼2 = 𝐼 ∩ {𝑝 + 1, … , 𝑝 + 𝑞}. 

Так как 𝐴 и 𝜂 вещественны, то мы можем использовать соотношения: 

𝜂𝑝+𝑞+𝑗 = �̅�𝑝+𝑗 , 

𝑦𝑝+𝑞+𝑗 = �̅�𝑝+𝑗. 

При больших 𝜏 

(𝜂, 𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢) = 𝜎1(𝜏, 𝑢) + 𝜎2(𝜏, 𝑢) = ∑ 𝑒−𝜆𝑖𝜏(𝜏𝑘𝑖𝑦𝑖 + 𝑔𝑖(𝜏), 𝜑(𝑢))

𝑖∈𝐼1

+ 

+2𝑅𝑒 {∑ 𝑒−𝜆𝑖𝜏(𝜏𝑘𝑖𝑦𝑖 + 𝑔𝑖(𝜏), 𝜑(𝑢))

𝑖∈𝐼2

}. 

Могут быть 2 случая: 

1)𝐼1 = ∅; 
2)𝐼1 ≠ ∅. 

В случае 1), так как 𝐼2 ≠ ∅, то при больших 𝜏 

(𝜂, 𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢) = 𝜎2(𝜏, 𝑢). 
Пусть  

𝑅 = min
𝑖∈𝐼2

𝑅𝑒𝜆𝑖, 

И 

𝐼3 = {𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼2, 𝑅𝑒𝜆𝑖 = 𝑅}; 
𝑘 = max

𝑖∈𝐼3

𝑘𝑖; 

𝐼4 = {𝑖: 𝑖 ∈ 𝐼3, 𝑘𝑖 = 𝑘}. 
Пусть 𝑣 ∈ 𝐼4. 

 𝑦𝑣 не является ортогональным к множеству {𝜑(𝑢), 𝑢 ∈ Ω}, поэтому ∃ такой 

постоянный вектор 𝑢𝑣 ∈ Ω, что 
(𝑦𝑣, 𝜑(𝑢𝑣)) ≠ 0. 
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Если 𝑢 = 𝑢𝑣, тогда 

𝜎2(𝜏, 𝑢𝑣) = 𝑒−𝑅𝜏𝜏𝑘𝜃(𝜏, 𝑢𝑣) + 𝜇(𝜏), 
где 

𝜃(𝜏, 𝑢𝑣) = 2𝑅𝑒 {∑ 𝑒−𝑖 𝐼𝑚 𝜆𝑗𝜏(𝑦𝑗

𝑗∈𝐼4

, 𝜑(𝑢𝑣))}, 

𝜇(𝜏) = 𝑜(𝑒−𝑅𝜏𝜏𝑘). 
Так как 

𝜃(𝜏, 𝑢𝑣) = 2 ∑ [𝑅𝑒 (𝑦𝑗 , 𝜑(𝑢𝑣)) cos 𝐼𝑚 𝜆𝑗𝜏 + 𝐼𝑚 (𝑦𝑗 , 𝜑(𝑢𝑣)) sin 𝐼𝑚 𝜆𝑗𝜏]

𝑗∈𝐼4

, 

где все синусы и косинусы линейно независимы, имеют среднее значение нуль и 

при 𝑗 = 𝑣 
|𝑅𝑒(𝑦𝑣, 𝜑(𝑢𝑣))| + |𝐼𝑚(𝑦𝑣, 𝜑(𝑢𝑣))| > 0, 

то мы можем применить следующую лемму для одноточечного множества из [1]: 

Лемма. Пусть {𝑓𝑖(𝜏)}𝑖=1
𝑝

– линейно независимые почти периодические функции со 

средними значениями, равными нулю, и множество 

𝛴 = {𝑓(𝜏): 𝑓(𝜏) = ∑ 𝛼𝑖𝑓𝑖(𝜏)

𝑝

𝑖=1

, 0 < 𝐶1 ≤ ∑|𝛼𝑖|

𝑝

𝑖=1

≤ 𝐶2}. 

Тогда ∃ числа 𝛿 > 0, 𝐿 > 0, и ∀𝑓(𝜏) ∈ 𝛴 ∃ такая последовательность {𝜏𝑁(𝛼)}𝑁=1
∞ , 

что 𝑓(𝜏𝑁(𝛼)) ≥ 𝛿(1 ≤ 𝑁 < ∞), где 4𝑁𝐿 ≤ 𝜏𝑁(𝛼) ≤ (4𝑁 + 2)𝐿. 

 

По этой лемме ∃𝛿 > 0 и ∃{𝜏𝑁}𝑁=1
∞  такие, что 

𝜃(𝜏𝑁, 𝑢𝑣) ≥ 2𝛿   (1 ≤ 𝑁 < ∞). 
Поскольку 𝜇(𝜏) = 𝑜(𝑒−𝑅𝜏𝜏𝑘), то ∃𝑁0 такое, что 

|𝜇(𝜏)| ≤ 𝑒−𝑅𝜏𝜏𝑘𝛿    (∀𝜏 ≥ 𝜏𝑁0
). 

Пусть 𝜏0 = 𝜏𝑁0
; 

(𝜂, 𝑒−𝐴𝜏0𝜑(𝑢𝑣)) = 𝜎2(𝜏0, 𝑢𝑣) > 0. 
Для случая 2): 

Пусть 𝜆𝑣 = min
𝑖∈𝐼1

𝜆𝑖. Тогда (по условию) ∃𝑢𝑣 ∈ 𝛺 такое, что (𝑦𝑣, 𝜑(𝑢𝑣)) > 0. Тогда, 

при 𝑢 = 𝑢𝑣 и при больших 𝜏 

𝜎1(𝜏, 𝑢𝑣) = 𝑒−𝜆𝑣𝜏𝜏𝑘𝑣(𝑦𝑣, 𝜑(𝑢𝑣)) + 𝑜(𝑒−𝜆𝑣𝜏𝜏𝑘𝑣). 

Поэтому ∃𝐷 > 0 ∶  𝜎1(𝜏, 𝑢𝑣) > 0 (∀𝜏 ≥ 𝐷). 
Если при 𝑢 = 𝑢𝑣   𝜎2(𝜏, 𝑢𝑣) ≡ 0, то, взяв 𝜏0 = 𝐷 

(𝜂, 𝑒−𝐴𝜏0𝜑(𝑢𝑣)) > 0;                                                        (3) 

Иначе, выделяя главные слагаемые, почти как и в случае 1), представим 𝜎2: 

𝜎2(𝜏, 𝑢𝑣) = 𝑒𝛽𝜏𝜏𝛾 ∑ (𝑎𝑚
1 cos 𝛿𝑚𝜏 + 𝑎𝑚

2 sin 𝛿𝑚𝜏)

𝑀

𝑚=1

+ 𝜇(𝜏) 

или 

𝜎2(𝜏, 𝑢𝑣) = 𝑒𝛽𝜏𝜏𝛾 ∑ (𝑎𝑚
1 cos 𝛿𝑚𝜏 + 𝑎𝑚

2 sin 𝛿𝑚𝜏)

𝑀

𝑚=1

+ 𝑜(𝑒𝛽𝜏𝜏𝛾). 

Опять применим лемму. 

По лемме ∃{𝜏𝑁}𝑁=1
∞ ∶  𝜎2(𝜏𝑁, 𝑢𝑣) > 0.* 

Тогда, взяв 𝜏0 = 𝜏𝑁0
≥ 𝐷 и 𝑁0 ≥ 𝑁1 
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(𝜂, 𝑒−𝐴𝜏0𝜑(𝑢𝑣)) = 𝜎1(𝜏0, 𝑢𝑣) + 𝜎2(𝜏0, 𝑢𝑣) > 0. 
Таким образом, (3) имеет место в обоих случаях. 

Если выбрать управление при достаточно малом 𝛾 

𝑢(𝜏) = {
𝑢0,                           0 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏0,
𝑢𝑣, 𝜏0 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏0 + 𝛾 = 𝑇,

 

то получим 

(𝜂, 𝑥0) = − ∫ 𝑒−𝐴𝜏𝜑(𝑢(𝜏))𝑑𝜏

𝑇

0

< 0. 

Достаточность доказана. 
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