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Аннотация. Рассматривается задача группового анализа по нахождению 
дискретного точечного преобразования, переводящего автономную систему двух 
ОДУ второго порядка в систему того же класса, что и исходная. Доказывается 
теорема об отсутствии дискретных точечных групп преобразований общего вида 
у нетривиальной автономной системы двух ОДУ второго порядка и теорема о 
виде дискретной точечной группы преобразований частного вида. Приводится 
пример построения точечной дискретной группы преобразований для 
конкретной автономной системы двух ОДУ второго порядка.  
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Рассматривается автономная система двух обыкновенных дифференциальных 

уравнений второго порядка с правыми частями, не зависящими от производных 
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где a R n   – вектор существенных параметров [1], т.е. рассматривается система, 

приведенная к каноническому виду [2].  

Наиболее общим точечным преобразованием, сохраняющим автономность 

системы (1), является преобразование 
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где 0,0  vu hh , 0c . 

Условием обратимости преобразования (2) является отличие от нуля якобиана 

этого преобразования, т.е. 
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Ставится задача по нахождению дискретного точечного преобразования (2), 

которое переводит систему (1) в систему того же класса систем ОДУ, что и 

исходное, т.е. в систему вида 
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Замечание 1. Условие 0c  является принципиальным, т.к. в противном 

случае не выполняется (3) и  преобразование (2) становится не обратимым. 

Замечание 2. Если в преобразовании (2) считать, что h(u,v)=h – константа, то 

получаем простейшее точечное преобразование, сохраняющее автономность 

системы (1), 
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Теорема 1. Нетривиальная автономная система (1) не допускает никакой 

дискретной точечной группы преобразования (2). 

 

Доказательство. Воспользуемся методом от противного. Пусть система (1) 

допускает дискретное точечное преобразование (2). Выполнив подстановку (2) в 

систему (1), получим дифференциальные выражения, зависящие от новых 

переменных и их производных первого и второго порядков vuvuvu  ,,,,,  и от 

функций f, g и h и их частных производных по t, u и v до второго порядка 

включительно (так как рассматриваются точечные преобразования и функции f, g  и 

h не зависят от производных vuvu  ,,, ). 

Замена vu  ,  на (4) в получившихся выражениях приводит к определяющей 

системе относительно функций f, g  и h , содержащих переменные vu , , от которых 

функции f, g  и h не зависят.  

Расщепляя по независимым переменным определяющую систему, получим 

переопределенную систему из 20 уравнений 

 



 

 ПРИКЛАДНЫЕ АСПЕКТЫ МАТЕМАТИКИ И ИНФОРМАТИКИ 

8 

 

 

 

 

 

,0)),,(),,((),,(),,(

,0)),,(),,((3),,(

,0)),,(),,((3),,(

,0)),,(),,((),,(),,(

,0)),,(),,((3),,(

,0)),,(),,((3),,(

2

2

2

2

2

2

=−+

=+−

=−−

=−+

=+−

=−−

avugvufGcbvuFgbvuGg

avugvufGhchghgbvuF

avugvufGhchghgbvuG

avugvufFcbvuFfbvuGf

avugvufFhchfhfbvuF

avugvufFhchfhfbvuG

uv

vvuuv

uvuuv

uv

vvuuv

uvuuv

    

  

,0)),,(),,((3

,0)),,(),,((3

,0)),,(),,((3

,0)),,(),,((3

,0)),,(),,((3

,0)),,(),,((3

2

2

2

2

=−

=−

=−

=−

=−

=−

avugvufGhhg

avugvufGhg

avugvufGhg

avugvufFhhf

avugvufFhf

avugvufFhf

vuuv

vvv

uuu

vuuv

vvv

uuu

       (6) 

.0)),,(),,((322

,0)),,(),,((322

,0)),,(),,((322

,0)),,(),,((322

,0)),,(),,((

,0)),,(),,((

,0)),,(),,((

,0)),,(),,((

2

2

2

2

3

3

3

3

=−−−+

=−−−+

=−−−+

=−−−+

=−−

=−−

=−−

=−−

avugvufGhhhghghghg

avugvufGhhhghghghg

avugvufFhhhfhfhfhf

avugvufFhhhfhfhfhf

avugvufGhhghg

avugvufGhhghg

avugvufFhhfhf

avugvufFhhfhf

uvuuvuvuvuuuuv

vuvvuuvvuvvvuv

uvuuvuvuvuuuuv

vuvvuuvvuvvvuv

vvvvvvv

uuuuuuu

vvvvvvv

uuuuuuu

 

   

 

Из первых двух уравнений системы (6) выразим ),,( bvuF  и ),,( bvuG . 
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где 0− vuuv hfhf , так как в противном случае из первых двух уравнений системы 

(6) получим 0 и    0 == vu hh , что противоречит условиям использования 

преобразования (2). 

Подставим (7) в третье уравнение системы (6) 
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После упрощения, получим уравнение 

,0)),,(),,((2 2 =avugvufFc  

из которого следует, что или c = 0, что нарушило бы обратимость преобразования 

(2), или 0)),,(),,(( =avugvufF , то есть приходим к тривиальному случаю, который 
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сводится к одному обыкновенному дифференциальному уравнению второго 

порядка. 

Аналогично из четвертого, пятого и шестого уравнений системы (6) получаем, 

что 0)),,(),,(( =avugvufG . 

Таким образом, пришли к противоречию, состоящему в том, что 

преобразование (2) допускается только тривиальной системой, то есть системой (1) с 

правыми частями, тождественно равными нулю.  

Теорема доказана. 

Далее рассмотрим частный случай преобразования (2), когда h(u,v) = h – 

константа, то есть преобразование вида (5). 

 

Теорема 2. Автономная система (1) допускает дискретную точечную группу, 

определяемую преобразованием (5), если и только если совместна система 

алгебраических уравнений (относительно u и v) 
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где ccccccc ,,,,,, 654321  – некоторые постоянные, 0c ,  04251 − cccc , при этом 
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Доказательство.  Пусть система (1) допускает дискретное преобразование (5). 

Выполнив подстановку (5) в систему (1), получим систему определяющих 

уравнений, расщепив которую по независимым переменным vu ,  получим 

переопределенную систему. Так как преобразование (5) является частным случаем 

преобразования (2) при условии, что h(u,v) = h – константа , то есть  0 и    0 == vu hh , 

то переопределенную систему для преобразования (5) можно получить из 

переопределенной системы (6) преобразования (2), положив в ней 0 и    0 == vu hh . 
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Из первых шести уравнений системы (10) находим структуру ),( vuf  и ),( vug : 
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Подставив их в последние два уравнения системы (10), получим: 
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где ccccccc ,,,,,, 654321  – некоторые постоянные, 0c ,  04251 − cccc – условия 

обратимости преобразования (5).  

Теорема доказана. 

 

Из теорем 1 и 2 вытекает следующее следствие. 

Следствие. Для автономной системы (1), с правыми частями, не 

удовлетворяющими функциональному уравнению (8), нетривиальные дискретные 

симметрии могут быть только динамическими, то есть зависящими от производных. 

 

Пример. Рассмотрим автономную систему (1), с правыми частями, 

являющимися полиномами первой степени относительно y, z (линейная система двух 

уравнений): 
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В общем виде система (11) имеет шестимерное пространство параметров. 

Найдя непрерывную группу эквивалентности [2], данную систему можно свести к 

системе с одномерным пространством параметров, например (после 

переобозначений), к следующему виду 
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где параметр 1a  является существенным, то есть представление системы (12) 

является каноническим [2]. Используя теорему 2 найдем дискретную точечную 

группу преобразований (5), системы (12), в котором ),( vuf  и ),( vug  определяются 

соотношением (9), то есть преобразование 
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где hccccccc ,,,,,,, 654321  – некоторые постоянные, ( 0c ,  04251 − cccc ). 

Для этого выпишем правые части системы (12) 
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Подставим (5), с учетом  ),( vuf  и ),( vug  из (9) в (14) 
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и выпишем правые части системы (12) в которые они перейдут под действием 

преобразования (13) 
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Подставляя (14), (15) и (16) в два уравнения системы (8) получим систему, из 

которой конкретизируются коэффициенты преобразования (13) при условии, что 

данная система тождественно выполняться при любых u и v.  
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Так как коэффициенты преобразования не зависят от u и v, то расщепляя 

систему (17) по независимым переменным u и v получим систему на коэффициенты 

преобразования (13) ccccccc ,,,,,, 654321  и параметр 1a  исходной системы (12) 
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Из системы (18) получаем 
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при этом коэффициенты преобразования (13) должны удовлетворять соотношениям 
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Параметры системы при этом преобразуются по формуле 
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то есть в результате оказывается, что система (12) допускает бесконечную 

дискретную группу с образующей (21), при этом коэффициенты дискретного 

точечного преобразования (13) должны удовлетворять условиям (19) и (20). 

Так же полученный результат можно использовать в обратном порядке, то есть 

выбрав удобную для исследования модель (16) (то есть коэффициенты 

преобразованной системы), уточнить коэффициенты преобразования (13) при 

помощи (21).  
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Таким образом, появилась возможность прогнозировать преобразование, 

позволяющее переводить исходную систему в систему с конкретными свойствами и 

удобную для дальнейшего исследования. 
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