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1. ВВЕДЕНИЕ 
Уравнения в частных производных смешанно-составного типа [1], [2] служат матема-
тическими моделями для многих прикладных задач (нелинейная оптика, волны в маг-
нитоактивной плазме, диссипативные процессы в проводящих средах, внутренние 
волны, спиновые волны) [3]. Рассматриваемая работа посвящена методу исследования 
краевой задачи Трикоми для уравнений, содержащих произведение кратных неприво-
димых функциональных операторов  

,0),( =yxuLQ       (1) 

где  

2/)(sgn/ 222 yyx +L -        (2) 

оператор [4] Лаврентьева – Бицадзе; 
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r xxHxCxHxB(x)(A ))()()()( 3
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21 PPQ  (3) 

функциональный опережающе-запаздывающий оператор;  
)(x

x


P - оператор сдвига по переменной x:  y);θ(x),θ(x))u(xH(xy)H(x)u(x,θ(x)

x −−=P  
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y);θ(x),θ(x))u(xxH(xy)x)u(x,-H(x 33

θ(x)

x −+−=P  )(H -функция Хевисайда; 

(x)C(x),B(x),A
krkrr

-непрерывные достаточно гладкие функции; ;,,, Nlpmn r   

(x)αи(x)α 21
- сохраняющие ориентацию взаимно обратные диффеоморфизмы 

класса 𝐶2, удовлетворяющие условиям:  

)1)((1)(,)( 111  xxxx  и )1)((1)(,)( 222  xxxx  , 

то есть представляющие собой растягивающе (сжимающе) - запаздывающее и сжи-
мающе (растягивающе)-опережающее отображения, для которых выполняются тож-
дества 

),2,1())((3 ==− jxxjj        (4) 

где х принадлежит области определения отображения ).(xα
j

Обозначим 0x0 = и 

зададим конечную последовательность
n

x любым из следующих равносильных вслед-

ствии тождеств (4) равенств: 

),( 11 += nn xx   )(21 nn xx =+      (5) 

предполагая, что значения 
n

x определены и .0)( 02 x  

Например, если 5,2−=n , то, в силу (5), === −− 0)()( 0

1

110

2

12 xxxx   

).()()()()()( 0

5

250

4

240

3

230

2

220

1

210

0

20 xxxxxxxxxxxx  =======  

 Здесь и далее обозначено ,))...))((...(()(
  

разm

jjj

m

j xx    если ;)(,0 0 xxm j  

,))...))((...(()( 333   
разm

jjj

m

j xx

−

−−−   если .2,1,0 = jm
 

2. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ. ФАКТОРИЗАЦИЯ 
Без ограничения общности и для наглядности, рассмотрим уравнение (1) в смешанной 

области IDDD = −+ , когда ,0)(,1,2;1 1 ==== xBmnl rr (x),B(x)B r2r −=

),()(1 xCxC rr =  а оператор (3) (произведение неприводимых функциональных опере-

жающе-запаздывающих операторов) имеет вид 

));()()()( 3
2

2

1 xxHxCxHxB(x)(A
(x)x-α

xr

(x)x-α

xr

p

1r

r1 −+−
=

PPQ    (6) 

то есть уравнение  

0)( =yx,u1LQ ,      (7) 

где L -оператор Лаврентьева – Бицадзе (2), в области D с линией изменения типа 

=== ++
030 };0,:),{( DDyxxxyxI JDD  ++

21
и 

−−−− =
210

DDDD - соответственно эллиптическая и гиперболическая части обла-

сти D , причем  

)}(0,:),{( 1 xyxxxyxD kkkk = +

+  );3,2,1,0,1,2( −−=k  

}02/,)(:),{( 111 −+−=− yxxyxyyxD k

k   );3,2,1,0,1,2( −−=k  

30

2

0
),()( xxxxx k

k
=

=
  

и )0()3,2,1,0,1,2()),()(()( 1111 consthkxxxxxxhx kk

kk

k −−=−+= + ; 

то есть )3,2,1,0,1,2()())(( 10 −−== kxx k

k   и, в частности, −−+== )()( 10 xxxhxy 

полуокружность  
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;,)2/()()2/( 10

2

1

22

1 xxxxhyxx =−+−  

,21 JJJ =  где }0,:),{( hyxxyxJ kk == )2,1( =k ; 
2

0

,
=

=
k

kII

).2,1,0(}0,:),{( 1 === + kyxxxyxI kkk  

Тип функциональных отклонений очевиден из представлений  

),),(())),((()),(( 1

2

1

2

1 yxxuyxxxuyxu  −=−−=  

y),(x),τu(xy)x),(x)(αu(xy)(x),u(α 222 +=−+=  

где .0)()(,0)()( 22

2

11 −=−= xxxxxx   

Задача Т. Найти в области D решение u (𝑥, 𝑦) ∈ С(�̅�) ∩ С1(𝐷\ J ) ∩ 

∩ С2(𝐷\( J ∪ I )) уравнения (7), удовлетворяющее условиям  

),2,1,0(),())(,( 1 == + kxxxxxxu kkkk       (8) 

),3,1,2(),(

,0),(;0,0),(),( 30

−−==

===

−+ kIDDDyx

yxuhyyxuyxu

kkkk

    (9) 

),2,1,0()2/(),())(,( 121 ==− kxxxxxxu k

kk

k    (10) 

условиям сопряжения 

,),()0,()0,( 30 xxxxxuxu =+=−         (11) 

,,,),()0,()0,( 2130 xxxxxxxxuxu yy =+=−      (12)  

условиям согласования  

,0)()()()()( 0131320000 ===== xCxBxxx     (13) 

где −== )(),(),2,1,0()(),(),,1()(),(),( 21 xxkxxprxCxBxA kkrrr  заданные непре-

рывные достаточно гладкие функции.  
Положив  

,y)u(x,y)(x, 1Q=V      (14) 
 

приведем уравнение (7), с учетом (2), к системе  

{
𝐿𝑉(𝑥, 𝑦) ≡ 𝑉𝑥𝑥(𝑥, 𝑦) + (𝑠𝑔𝑛𝑦)𝑉𝑦𝑦(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,       (15) 

𝑄1𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑉(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷;                      (14)
  

которую в терминах функций  

),,,VV 210(kDy)(x,y),(x,y)(x, kk == 
    (16) 

),,,(),(),,(),( 210kDyxyxuyxu kk == 
     (17) 

с учетом (6), (9), можно записать, согласно (14), (15), в форме матричной системы  

 






=

=+





)19(,V

)18(VVV

01

0yyxx

Dy)(x,y),(x,y)(x,u(x)

,Dy)(x,0,y)(x,y)(sgny)(x,y)(x,

Q

L
 

 
 (здесь и далее 2,1=j ), где     

,VVVV 210
T2

2
y))(x),(αy),(x),(αy),(x,(y)(x, 2

=    (20) 

,))),((),),((),,((),( 2
22210

Tyxuyxuyxuyxu  
=    (21)

 
)),()( xR(x

p

1r

r

1 
=

=Q     (22) 

а матрица  
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Trrrr xRxRxRxR ))(),(),(()( 210=  

имеет компоненты вида  

),0),(),(()(0 xCxAxR rr

r
= ))),(()),((,0()( 221 xCxAxR rr

r
=

 
))).((,0)),((()( 2

2
2
22 xAxBxR rr

r
−=  

Если определитель ,,0)( 10 xxxxRr  то единственное решение ),( yxu задачи 

Т для уравнения (7) в области D в терминах функций (16), (17), (20), (21) может быть 
получено из (19) в форме  



= 0),(),,(V)(),( Dyxyxxyxu -1

1Q ,   (23) 

где  

,))(()(
1

11


=

−+−=
p

r

rp1-

1 xRxQ     (24) 

и обратная матрица  
Trrrr xRxRxRxR ))(),(),(()(

1

2

1

1

1

0
1 −−−− =  

имеет компоненты  

))),(()(),())(()),(())((()()(

))),(()()),(()()),(())((()()(

))),(()()),(()()),(())((()()(

2

2

22

2

2

1

2

2

2

22

2

2

1

1

2

2

2

2

22

1

0

xAxAxCxBxAxBxRxR

xCxAxAxAxCxBxRxR

xCxCxAxCxAxAxRxR

rrrrrr

rr

rrrrrr

rr

rrrrrr

rr







−=

−−=

−=

−

−

−

 

причем  

)),(())(()())(())(()()( 2

22

2

22 xBxCxCxAxAxAxR rrrrrr

r  −=  

а для ),(V yx , согласно (8)-(13) и равенства (14), должна быть решена  

Задача 
V

T . Найти в области 0000 IDDD = −+
решение ),(V yx 𝐶(𝐷0̅̅ ̅) ∩

𝐶2(𝐷0) уравнения (18), удовлетворяющее краевым условиям  

,),()())(,(V 100 xxxxxxx =  1Q    (25) 

,0,0),(V),(V 10 hyyxyx ==     (26) 

,2/),()(),(V 10 xxxxxyx 1 =− Q    (27) 

условиям сопряжения  

,),()()0,(V)0,(V 10 xxxxxxx 1 =+=− Q    (28) 

,),()()0,(V)0,(V 10 xxxxxxx 1yy =+=− Q   (29) 

условиям согласования  

,0),(V),(V,0),(V 1000 === hxhxxx    (30) 

где 

,)))(()),((),(()( 2

22210

Txxxx  =     (31) 

Txxxx )))(()),((),(()( 2

22210  = -    (32) 

заданные непрерывные достаточно гладкие вектор-функции, а 

,)))(()),((),(()( 2

22

Txxxx  =     (33) 

−= Txxxx )))(()),((),(()( 2

22     (34) 
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вектор - функции подлежащие определению. 
 

3. ОДНОЗНАЧНАЯ РАЗРЕШИМОСТЬ ЗАДАЧИ Т 

Теорема 1. Если ),(),(),,1()(),(),( 21 xxprxCxBxA rrr =  

𝜑𝑘(𝑥) ∈ 𝐶[𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1] ∩ 𝐶
2(𝑥𝑘, 𝑥𝑘+1),  𝜓𝑘(𝑥) ∈ 𝐶[𝑥𝑘, 𝛼2

𝑘(𝑥1/2)] ∩ 

∩ ℂ2(𝑥𝑘, 𝛼2
𝑘(𝑥1/2)) )2,1,0( =k ; ,0)()()( 320000 === xxx  )1,0()()( 111 == +++ kxx kkkk  ,

),1(0)()( 03 prxCxB rr ===  и )(xk  при )2,1,0( =→ kxx k допускают интегрируе-

мую особенность, то существует единственное решение задачи Т. 
Доказательство.  
3.1 Единственность  решения  задачи  Т  для уравнения (7) в смешанной обла-

сти D следует из того, что однородная задача Т имеет тривиальное решение 

0),( 


yxu в 


0D при условии, что однородная задача
V

T , согласно (23), имеет в об-

ласти 


0D тривиальное решение 0),(V yx . 

Доказательство тривиальности решения однородной задачи 
V

T  основано на установ-

лении знакоопределенности интеграла  

.))()()()()((
1

0

dxxxxx 1

x

x

1  QQ=  

Лемма 1. Если −
+

),(V yx решение уравнения (18) в области 
+

0D из класса 𝐶 )( 0

+

D ∩ 𝐶2

,)( 0
+D обращающееся в нуль при );0(, 10 hyxxx = ),()( 100 xxxxy = то  


+

++

+−=

0

.])),(V()),(V[(,0 22

D

yх dxdyyxyx    (35) 

Доказательство леммы аналогично [5]. 

Лемма 2. Если −
−

),(V yx решение уравнения (18) в области 
−

0
D из класса 𝐶 )( 0

−

D ∩ 𝐶2

)( 0

−D , обращающееся в нуле на характеристике ,xy −= ,2/10 xxx  то  

0 .      (36) 

Доказательство леммы аналогично [5], [6]. 
Лемма 3. Если �̅�(𝑥) ∈ 𝐶[𝑥0, 𝑥1] ∩ 𝐶

2(𝑥0, 𝑥1); �̅�(𝑥) ∈ 𝐶
1(𝑥0, 𝑥1), 

,0)()( 10 == xx   то существует единственное решение V̅−(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(�̅�0
−) ∩

∩ 𝐶2(𝐷0
−) задачи Коши (18), (28), (29), (30) вида  

,)()(
2

1
)]()()()([

2

1
),(V  dyxyxyxyxyx

yx

yx

111 
+

−

−

++++−−= QQQ   (37) 

,),( 0

−Dyx где )(),( tt  определены в (33),(34). 

Доказательство следует из формулы Даламбера [7].  

Функциональное соотношение между )(),( хх  , привнесённое из области 
−

0
D на ли-

нию изменения типа }0,:),{( 100 == yxxxyxI , найдем из (37), учитывая условие 

(27): 
 

(38) 
где ,)),2/()2/((2)()())()( 10 xxxxx

dx

d
xxxx

dx

d
+=  111 QQ(Q
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)(t определяется равенством (31). Из леммы 1 и леммы 2, на основании (35), (36), 

имеем .0=  Тогда из положительной определенности и однородности интеграла 

(35), класса решений и однородности условий задачи 
V

T , следует 

,0),(V 
+

yx .),( 0

+

Dyx      (39) 

Поэтому,  

.,0)(,0)( 10 xxxxx        (40) 

На основании (37), условий сопряжения (28), (29), в силу (40), имеем 

,0),(V 
−

yx .),( 0

−

Dyx         (41) 

Равенства (39), (41) приводят к утверждению: ,0),(V yx .),( 0Dyx   

 Единственность решения задачи 
V

T  доказана.  

Из (23), в силу ,0),(V yx ,),( 0Dyx  следует тривиальность ),( yxu


решения одно-

родной задачи Т в области 0D , то есть единственность решения задачи Т. 

3.2 Н а йд ем  р ешение  ),(V yx
+

задачи 
V

T  в области 
+

0
D . 

Лемма 4. Если 𝜔(𝑥), 𝜑(𝑥) ∈ 𝐶[𝑥0, 𝑥1] ∩ 𝐶
2(𝑥0, 𝑥1) , ,0)()()()( 1010 ==== xxxx   то 

существует единственное решение �̅�+(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(�̅�0
+) ∩ 𝐶2(𝐷0

+) задачи Дирихле (18), 
(25), (26), (28) вида: 

,),(,))()((
)12)((

}{

))()((
)12)((

}
))(())((

{),(V

0
0

0

0

000

+
+

−
−

+

+
+−

−
−−

−=
+

+

=

+

=

Dyxxx
mxi

x
iy
x

iy
x

xx
mxi

x
xyi

x
xyi

xyx

m

m

1

1







Q

Q

PPP

PPP
 (42) 

или (в интегральной форме) 

,),(,),,())()(
2

)),(,())()(
2

),(

0

1

0

0

1

0

+

+

+

+−−=





DyxdyxN
i

dxyxN
i

yxV

x

x

1

x

x

1







(Q

(Q

 

(43) 

где  

,1−=i ,
),,(),,(

),,(),,(
ln),,(

0 21

21
+

=
−−

++




=

k kk

kk

yxyx

yxyx
yxN






    (44) 

а  

),2,1(]/)12()([]/))()1((cos[),,( 101 =+−−+=  
 xkiyxchxiyxyxk  

𝑁(𝑥, 𝑦, 𝜉) ∈ 𝐶(�̅�0
+) ∩ 𝐶2(𝐷0

+), 

причем )(x имеет вид (32). 

Доказательство следует из непосредственно проверяемого общего решения  

),()()()(),(V 2121 xKxKiyxKiyxKyx iy

x

iy

x PP +=−++= −+

  (45) 

( −)(),( 21 tKtK дважды непрерывно дифференцируемые произвольные вектор –

функции), из которого с помощью условия (28) относительно )(1 xK получим разност-

ное уравнение 
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10

2
1

2
1 ),()(),(V)()( xxxxxyxxKxK j

iy

x

iy

x

iy

x −+=
+

QPPP  

и его [8] решение 

,,))()(),(V)( 10

0

22
1 xxxxxyxxK

k

j

iy

x

iy

x

iky

x −=
+

=

+

QP(PP  

принимающее, в силу (25), окончательный вид  

,,))()()()()( 10

0

1

)(
0

2)(
0

)(
0

2
xxxxxxxxK

k

11x

xi

x

xi

x

xik
−=

+

=




QQ P(PP  

при этом  

.),()()()( 1012 xxxxKxxxK 1 −= Q

 

 Поэтому на основании (45) и последних равенств получим решение (42) задачи Ди-
рихле (18), (25), (26), (28). 

Любая [9] финитная на промежутке ],0[],[ 110 xxx = непрерывная функция  

,)]()()[())()(),(()(
1

0

 dxxfxxfxf

x

x

 +−−=+−−=   (46) 

где дельта-функция [10] Дирака 


+

−=

==
m

mm xmzi
x

z ./),exp(
2

1
)( 1

1
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Поэтому, применяя к (42) выражения (46), (47), учитывая формулу 5.4.12.1 из [11], 
аналогично [12] получим интегральное представление решения задачи Дирихле (18), 
(25), (26), (28) в форме (43), (44), поскольку, например 
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,]}/)12([]/)({cos[ 11  dxkychxx +−+  

причем ряды, входящие в интеграл, абсолютно и равномерно сходятся в области 

,, 10 xxx   дважды непрерывно дифференцируемы в ,<,< 10 xxx  так как, в силу 

того, что ,1]/)(cos[,1]/)(sin[ 11 + xxxx   

+=−+−+ ]2/)12([21]/)12([|]/)(cos[]/)12([| 1

2
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,]2/)12([2 2

1xky +  мажорируются сходящимся числовым [11, формула 5.1.4.1] ря-

дом  

81)(2k

1 2
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Лемма доказана. 

Найдем функциональное соотношение между ),()( xиx  привнесённое из 
+

0
D на ли-

нию изменения типа }.0,:),{( 100 == yxxxyxI  

Условие (29) и решение (42) позволяют записать  
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то есть  
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  (48) 

Полученное выражение является искомым функциональным соотношением. 

3.3. Вопрос существования решения  задачи 
V

T  в области 
0

D , в силу условий 

сопряжения (28), (29), сводится к разрешимости системы функциональных соотноше-
ний (38), (48), то есть к разностному уравнению  
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решение которого, найденное аналогично [8], имеет вид  
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(49) 

или, применяя к (49) выражения (46), (47), учитывая формулу 5.4.12.1 из [11], анало-
гично [12] получим интегральное представление  
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),2,1,( =l причем W(𝑥, 𝑡) ∈ ℂ1(𝑥0 ≤ 𝑥, 𝜉 ≤ 𝑥1) ∩ ℂ
2(𝑥0 < 𝑥, 𝜉 < 𝑥1). 

В силу свойств функций ),(),( xx  входящих в (49)(или (50)), выполняется включе-

ние )()( xx jQ С1(𝑥0, 𝑥1). Из (38), на основании (50), можно найти )()( xx 1Q

С [𝑥0, 𝑥1] ∩ С
2(𝑥0, 𝑥1). Подставляя найденные значения )()(),()( xxxx  11 QQ в (37), 

(43), получим окончательный вид решений ),(Vи),(V yxyx
+−

 задачи 
V

T  в областях 

−

0D и 
+

0D , то есть искомую функцию ),(V yx задачи 
V

T  в области 

0000 IDDD = +−
 . 

Единственное решение ),( yxu задачи Т в области ,
0

D представимое формулой (23), 

можно записать, согласно (17), (21), (24), в покомпонентной форме  

),2,1,0(),(),,(V)()),(( 0

1

12 == − kDyxyxxyxu k

k

k Q  

или  

),2,1,0(),(),),((V))((),(),( 11

1

1 === − kDyxyxxyxuyxu k
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kk Q  

где )(
1

1 xk

−

Q - компоненты матрицы )(1

1 x−
Q из (24). 

Теорема доказана.  
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