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Аннотация. Работа посвящена исследованию устойчивости многомерных 
математических моделей популяционной динамики. Рассмотрены вопросы синтеза и 
анализа многомерных моделей динамики численности взаимосвязанных сообществ. 
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Построена обобщенная многомерная динамическая модель с учетом различных типов 
взаимодействий фазовых переменных. Предложены условия устойчивости на основе 
принципа редукции задачи об устойчивости решений дифференциальных включений к 
задаче об устойчивости решений других типов уравнений. Указанный принцип 
предполагает переход от векторных обыкновенных дифференциальных уравнений к 
векторному дифференциальному включению и нечѐткому дифференциальному 
уравнению, с учѐтом изменения параметров того или иного типа в исследуемых моделях. 
Для трехмерной модели, являющейся частным случаем многомерной модели, проведена 
оценка модельных параметров и построены фазовые портреты. Найдены стационарные 
состояния, проведены серии компьютерных экспериментов и исследована устойчивость 
указанной модели с помощью инструментального программного обеспечения, 
символьных вычислений и численных методов. Рассмотренный подход может найти 
применение в задачах исследования нелинейных моделей с различными типами 
взаимодействия. 
 
Ключевые слова: динамическая модель, популяционная динамика, символьные 
вычисления, устойчивость, фазовый портрет, принцип редукции. 

 

При построении динамических моделей высокой размерности в ходе аналитического 

исследования могут возникать существенные трудности. Компьютерное моделирование 

позволяет не только получить результаты численных экспериментов в рамках анализа 

стационарных состояний, поиска траекторий решений и оценки модельных параметров, но и 

выявить эффекты, обусловленные структурой модели. В настоящее время актуальными 

являются задачи построения динамических моделей высокой размерности и выявление 

качественных эффектов в результате аналитического и численного исследования таких 

моделей. Вопросы качественного исследования различных моделей популяционной 

динамикирассматривались в [1–9] и в других работах.В [3, 7]проведено исследование 

устойчивости классических и обобщенных моделей Лотки–Вольтерра с помощью метода 

функций Ляпунова. В [6] описан системный подход к исследованию устойчивости 

математических моделей, позволяющий с единой точки зрения рассматривать свойства 

устойчивости решений дифференциальных включений, нечетких и стохастических 

дифференциальных уравнений. 

В настоящей статье проведено компьютерное моделирование трехмерной модели 

динамики численности взаимосвязанных сообществ с учетом конкуренции. Построены 

фазовые портреты системы. На основе проведения серии компьютерных экспериментов 

проанализирована динамика популяций при различных начальных условиях.Кроме того, 

проведена линеаризация системы в окрестности стационарных состояний и исследована 

устойчивость по первому приближению. Построена многомерная модель динамики 

численности взаимосвязанных сообществ и получены условия устойчивости на основе 

принципа редукции. 

Рассмотрим нелинейную модель динамики численности взаимосвязанных сообществ, 

учитывающую конкуренцию жертв, описываемую системой обыкновенных 

дифференциальных уравнений вида: 

 

1 1 1 1 1 2 1 3

2 2 2 1 2 2 2 3

3 3 1 1 2 2
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x x x x x
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  (1) 

где 
1 2,x x  – плотность популяций жертв, 

3x  – плотность популяции хищника, 1 2 1 2, , , , ,    

1 2 1 2, , , ,d d c   – положительные параметры. 
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В результате решения соответствующих алгебраических уравнений для модели (1) 

получены семь стационарных состояний: 

1 2 5 4 1 1 1 2 2 2
1 2 3 4 5 6

1 2 3 3 1 1 1 2 2 2

(0, 0, 0), , 0, 0 , 0, , 0 , , , 0 , , 0, , 0, , ,
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d d d d
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где 
2

2 2 1 1 1 1 2 2 1 2 3 1 2 1 4 2 1 2 5 2 1 1 2 6, , , , ,                                . 

Найдены условия существования неотрицательных стационарных состояний: 
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Для численного эксперимента были выбраны следующие наборы параметров: начальные 

значения 
1 2 3(0) 1, (0) 2, (0) 0.5x x x   , значения параметров 

1 2 13, 2.7, 0.9,     

2 1 2 1 20.8, 0.5, 1.5, 1.4, 2, 1.7, 1.2c d d           . 

На рис. 1 представлены траектории решений модели (1) при указанных начальных 

значениях и значениях параметров на временном интервале [0,10].  

 

Рис. 1. График траекторий решений модели (1) при начальном условии 

1 2 3, , 1, 2, 0.5x x x   

Кроме того, проведена линеаризация системы (1) в окрестности стационарных 

состояний и исследована устойчивость по первому приближению. Трехмерные фазовые 

портретымодели (1) в окрестностях стационарных состояний 
1P  – 

7P  представлены 

соответственно на рис. 2, а) – ж). 
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ж) P7 

Рис. 2. Фазовые портреты в окрестностях стационарных  

состояний 1P  – 7P  модели (1) 

Фазовые портреты, соответствующие стационарным состояниям P1, P2, P3, P4, 

являются седлом. Точки P5, P6– седло-фокусы, точка P7 – асимптотически устойчивый узло-

фокус.  

На основании результатов исследования можно заключить, что неотрицательные 

стационарные состояния , 1, ,6iP i    при заданных начальных условиях являются 

неустойчивыми, а положительное состояние равновесия 
7P  – асимптотически устойчивым 

по первому приближению. Таким образом, показано, что устойчивость модели имеет место 

при наличии всех трех популяций, а отсутствие одного из видов приводит к неустойчивости. 

От трехмерной математической модели (1) выполним переход к 

построениюобобщенной многомерной модели вида: 

 
1
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 (2) 

где nN, N – множество натуральных чисел. Модель (1) является частным случаем модели 

(2) в предположении, что коэффициенты межвидовой конкуренции в популяциях жертв 

совпадают ( 12 21p p   ).Модель (2) может быть использована при описании динамики 

численности видового сообщества, которое обеспечено разнообразием взаимодействующих 

видов нижнего трофического уровня. 

Модель (2) представим в векторной форме: 

 / ( )dx dt f x , (3) 

где 1 2( , , , )nx x x x  , 1 2 1 1 11 1 1 1( ) ( , , , ) ( ( ), , (n q q n q qf x f f f x p x p x x x           

1 1 11 1 1), ( ))q qq q q n n q qp x p x x y c d x d x          , 1, , [0, )nq n x R R      , nn RRf  :

, nR  – n-кратное декартово произведение множества R на себя. 

Коэффициенты , , ,q iq q iqp d   модели (3) могут, с учетом экологического смысла, 

принимать различные значения из соответствующих интервалов 
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1 2 1 2 1 2
[ , ], [ , ], [ , ],q q i q i q q qp p   

1 2
[ , ]i q i qd d . Для модели (3) построим конечномерное 

дифференциальное включение следующего вида: 

 
1 1 1 11 1 1 1 1 1

11 1 1
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( )).

q q q q q q q qq q q q

n n q q
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x x c d x d x

             

    

   

 
 (4) 

Перепишем модель (4) в векторной форме:  

 / ( )dx dt F x ,  (5) 

где ( ) { ( ) , , , }q q iq iq q q iq iqF x f x A p P G d D       , 
1 2 1 2

:: [ , ], :: [ , ], ::q q q iq i q i q qA P p p G    

1 2 1 2
[ , ], :: [ , ], : 2

nRn
q q iq i q i qD d d F R 

     . Введенные множества , , ,q iq q iqA P G D  определяют 

множества значений соответствующих параметров , , ,q iq q iqp d  .  

Подмножества  
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iq iq D iq

A P p p G
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 (6) 

представляют собой более узкие множества, которые были получены при учете 

дополнительного условия ]1,0( , влияющего на взаимодействие компонент, а 

следовательно, и на устойчивость модели (3). 

С учетом подмножеств (6), векторное уравнение (3) можно заменить на нечеткое 

конечномерное дифференциальное уравнение вида: 

 / (X)dX dt F ,  (7) 

где )(),(: nnn RPRPZF    – совокупность всех нечетких подмножеств из nR . 

Соответствующее уравнению (7) дифференциальное включение имеет вид: 

/ ( )d dt F   , где ]1,0( ,        ( ) ( ( )) , , ,q q iq iq q q iq iqF f t A p P G d D   
         . 

На основе принципа сведения задачи об устойчивости дифференциального включения 

к задаче об устойчивости нечеткого дифференциального уравнения и с учетом (2)–(5) 

получены следующие условия устойчивости дифференциального включения (5) и нечеткого 

уравнения (7): 1) если для замкнутого множества nRM   существует функция Ляпунова V 

относительно дифференциального включения(5), для которой верно неравенство ( ) 0D V x 

( , )x B M r  , где D+V(x) = sup DV(x) – верхняяпроизводная функции Ляпунова, а множество 

В(M, r) – r-окрестность множества M, то множество М устойчиво относительно этого 

включения; 2) если верно неравенство ( ) ( ( , )) ( , )D V x w e x M x B M r     , где функция 

RrMBw ),(:  непрерывна и положительна вне М, то множество М асимптотически 

устойчиво относительно включения (5); 3) если для замкнутого нечеткого множества 

)( nRPM   существует функция Ляпунова V относительно уравнения (7), для которой при 

]1,0(  верно неравенство ( ) 0 ( , )D V x x B M r     , то множествоM-устойчиво 

относительно этого уравнения; 4) если выполняется условие 

( ) ( ( , )) ( , )D V x w e x M x B M r        , где функция Rrw  ),0(:  непрерывна и 

положительна, то множество М -асимптотически устойчиво относительно уравнения (7). 

Полученные результаты могут быть использованы для дальнейшего развития методов 

построения и анализа устойчивости математических моделей популяционной динамики, в 

частности, в направлении развития результатов [6, 8]. 
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Abstract. The work is devoted to the research of the stability of multidimensional mathematical 
models of population dynamics. The problems of synthesis and analysis of multidimensional 
models of the dynamics of the number of interconnected communities are considered. A 
generalized multidimensional dynamic model is constructed taking into account various types of 
interactions of phase variables. Stability conditions are proposed based on the reduction 
principle of the problem of the stability of solutions of differential inclusions to the problem of 
the stability of solutions of other types of equations. This principle implies a transition from 
vector ordinary differential equations to vector differential inclusion and a fuzzy differential 
equation, taking into account changes in the parameters of a particular type in the models under 
study. For a three-dimensional model, which is a special case of a multidimensional model, 
model parameters have been estimated and phase portraits have been constructed. Stationary 
states were found, a series of computer experiments were carried out, and the stability of this 
model was investigated using tool software, symbolic calculations and numerical methods. The 
considered approach may find application in the study of nonlinear models with different types 
of interaction. 
 
Keywords: dynamic model, population dynamics, symbolic calculations, stability, phase portrait, 
principle of reduction. 
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Аннотация. Современные информационные технологии открывают большие 
возможности для коммуникации людей. Среди них можно выделить электронную почту, 
чаты, блоги, социальные сети, месенджеры. Важным звеном данных технологий являются 
сервер-приложения, обеспечивающие хранение, обработку данных и взаимодействие 
пользователей. В статье рассматриваются принципы разработки таких приложений. 
Рассматриваемое приложение может применяться для реализации систем электронной 
коммуникации пользователей. В качестве языка программирования использован язык 
PHP. 
 
Ключевые слова: программирование, сервер-приложение, технология клиент-сервер, 
электронная коммуникация, PHP. 
 

При проектировании системы электронной коммуникации необходимо выделить 

основные составляющие и выявить взаимосвязи между ними (рис. 1). 


