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Аннотация. Направление, связанное с применением математического 
моделирования и интеллектуальных технологий в разработке методов и 
средств поддержки образовательных процессов, относится к числу актуальных 
научных направлений. Рассматриваются вопросы построения и анализа 
математических моделей, используемых при разработке гибридной 
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интеллектуальной обучающей среды (ГИОС). При построении и исследовании 
моделей учитываются факторы запаздывания, управляющих воздействий и 
используются методы и алгоритмы интеллектуального анализа, в частности, 
методы нейросетевого моделирования. В рамках создания ГИОС предлагается 
построение дифференциальных математических моделей с запаздывающей 
обратной связью, а также дифференциальных моделей с управляющими 
воздействиями. Рассмотрена непрерывная динамическая модель, 
описывающая процесс получения и усвоения знаний, с учетом использования 
коэффициентов усвоения, мотивации ученика, уровня требований и 
управляющих воздействий в системе. Дана характеристика обобщенной 
модели образовательного процесса, содержащей модуль базы знаний и модуль 
взаимодействия на основе искусственного интеллекта, применительно к 
процессу изучения математики в системе общего образования. Для модели 
передачи заданий от учителя к ученику с учетом взаимодействия с ГИОС и с 
учетом запаздывающей по времени обратной связи изучен ряд качественных 
свойств. Описанный подход к анализу свойств моделей позволяет учитывать 
неопределенности и управляющие воздействия в гибридных обучающих 
средах.  Охарактеризованы алгоритмы искусственного интеллекта и 
параметрической оптимизации, которые предполагают проведение 
эффективного численного анализа и вычислительных экспериментов, 
направленных на оценку процесса получения усвоения и контроля знаний по 
математике в системе общего образования. 

Ключевые слова: гибридная интеллектуальная обучающая среда, 
дифференциальные модели, инструментально-методические средства 
поддержки образовательного процесса, устойчивость, стабилизация, 
нейросетевые алгоритмы, управляющие воздействия. 

 
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 19-29-14009). 

Введение 

Синтез новых моделей, описывающих педагогические процессы, является 

необходимым этапом при создании гибридной интеллектуальной обучающей среды (ГИОС) в 

различных предметных областях, в том числе в предметной области, связанной с 

преподаванием математики в средней школе [1, 13, 21]. Цифровые математические 

образовательные платформы должны в перспективе предоставить инструменты для 

эффективной работы ученика, усовершенствовать средства организации среднего образования 

и оптимизировать учебное время. Использование современных цифровых технологий в 

образовательном процессе приводит, с одной стороны, к изменению программ и подходов к 

обучению, а с другой стороны – к разработке дополнительного инструментально-

методического обеспечения. Разрабатываемое инструментально-методическое обеспечение 

должно способствовать изучению с разных точек зрения процессов и явлений, учитывающих 

предметные особенности изучаемой дисциплины, психологические особенности и знания 

обучающихся. Кроме того, использование синергетического подхода к анализу процесса 

обучения позволяет заложить основы проектирования индивидуальных образовательных 

сред, складывающихся из образовательных элементов разных уровней с учетом процессов 

самоорганизации субъектов [22].  

Вопросы синтеза и анализа математических моделей образовательного процесса 

рассматривались в [7, 9, 11, 12, 17] и в других работах. Сущность основных направлений 

кибернетической педагогики и положения теории управления образовательными системами 

изложены в [11, 17]. Следует отметить, что при построении и изучении моделей процесса 

https://kias.rfbr.ru/index.php
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обучения в рамках ГИОС представляет интерес следующее обобщение часто используемой 

постановки задачи: с учетом параметров учащихся, характеристик используемых методов 

учителя и используемой структуры ГИОС, учебной программы, оценить уровень знаний 

учеников в конце обучения. Для решения задач такого типа можно использовать методы 

имитационного моделирования [11, 12]. Указанные методы в сочетании с методами теории 

оптимизации можно применить и к решению оптимизационных задач процесса обучения: 

найти распределение учебной информации, уровень требований учителя и оптимальную 

структуру соответствующего модуля ГИОС, при которых знания учеников в конце периода 

обучения достигнут заданного уровня с учетом того, что ограничения, накладываемые на 

процесс обучения, будут выполнены.   

В [11, 12] предложены многокомпонентные модели обучения и рассмотрены вопросы 

их использования для исследования дидактических систем. Автором развивается 

информационно-кибернетический подход к анализу учебного процесса. Модели такого типа 

допускают эффективное использование методов компьютерного моделирования, 

позволяющих проводить серии компьютерных экспериментов с учетом различных начальных 

условий, параметров, внешних воздействий, а также позволяющих оценить состояние 

дидактической системы в конце обучения. 

В настоящей работе изучены вопросы построения и анализа математических моделей, 

используемых в процессе разработки ГИОС. При построении и исследовании моделей 

учитываются факторы запаздывания, управляющие воздействий и используются методы и 

алгоритмы интеллектуального анализа, в частности, методы нейросетевого моделирования. 

Предлагается построение дифференциальных математических моделей с запаздывающей 

обратной связью, а также дифференциальных моделей с управляющими воздействиями. 

Рассмотрена непрерывная динамическая модель, описывающая процесс получения и усвоения 

знаний, с учетом использования коэффициентов усвоения, уровня требований и управляющих 

воздействий в системе. Дана характеристика обобщенной модели образовательного процесса, 

содержащей модуль базы знаний и модуль взаимодействия на основе искусственного 

интеллекта, применительно к процессу изучения математики в системе общего образования.   

Управляемые динамические модели с учетом запаздывания 

В векторном виде конечномерные динамические модели с учетом запаздывания и 

управляющих воздействий можно записать в следующем виде: 

  𝑥̇ = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝛿),   𝑥 ∈ 𝑅𝑛, (1) 

 

 𝑥̇ = 𝑔(𝑡, 𝑥, 𝛿, 𝑢),   𝑥 ∈ 𝑅𝑛, (2) 

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 – вектор фазового состояния системы, 𝑡 – время, 𝛿 – вектор запаздывания,  

𝑢 = 𝑢(𝑥, 𝑡) – вектор управления. 

Модели (1), (2) и их конкретизации используются при разработке одного из базовых 

модулей ГИОС – модуля построения моделей. К методам исследования указанных 

динамических моделей относятся, в частности, методы качественной теории динамических 

систем и теории управления [3, 16, 20], а также методы численного анализа, параметрической 

оптимизации и интеллектуального анализа [2, 10, 19, 23]. В частности, к числу важных задач 

можно отнести поиск состояний равновесия и анализ устойчивости в смысле Ляпунова 

относительно всех и части фазовых переменных применительно к неуправляемым моделям 

вида (1) и стабилизация применительно к управляемым моделям вида (2). 

Рассмотрим случай управляемых динамических моделей (УДМ). Для учета различных 

типов неопределенностей возможно осуществить переход от УДМ вида (2) к 

соответствующим УДМ, задаваемых дифференциальными включениями, нечеткими и 

стохастическими дифференциальными уравнениями (рис. 1). 
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Рис. 1. Виды управляемых динамических моделей для описания образовательных процессов и 

иллюстрация единого подхода к анализу устойчивости и стабилизации 

На основе принципа редукции задачи об устойчивости дифференциальных включений 

к задаче об устойчивости нечетких и стохастических дифференциальных уравнений 

формулируются конструктивные условия устойчивости и стабилизации [5, 14, 20]. 

Предлагается использовать указанный принцип применительно к моделям педагогического 

процесса, описываемых с помощью систем (1), (2). Следует отметить, к важным методам 

анализа относятся численные методы поиска траекторий систем (1), (2) и их частных случаев 

на основе модификаций и обобщений численных методов дифференциальных уравнений с 

применением прикладных математических пакетов. 

Существуют различные подходы к оптимальному управлению системами вида (2), а 

именно, на основе управления с помощью ПИД-регуляторов [16] или с помощью введения 

системы в скользящие режимы [6]. Для получения оптимальных траекторий модели (2) можно 

использовать методы глобальной параметрической оптимизации (включая методы, 

инспирированные природой: нейросетевые методы, методы муравьиных колоний и др.) в 

сочетании с применением интеллектуальных технологий [2, 10, 19, 23]. 

Модели многоступенчатой передачи заданий 

Рассмотрим модель многоступенчатой передачи учебных заданий, задаваемую 

дифференциальным уравнением 𝑚-го порядка, следующего вида: 

 
𝑑𝑚𝑥

𝑑𝑡𝑚
= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝛿𝑡), 𝛾(𝑥, 𝑡)), (3) 

где 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 – вектор фазового состояния системы, 𝑡 – время, 𝑥(𝑡 –  𝛿𝑡) – вектор запаздывания, 

𝛾(𝑥, 𝑡) – функция, задающая вектор возмущений в системе.  

Обобщенную управляемую модель можно представить в виде: 

 
𝑑𝑛𝑥

𝑑𝑡𝑛
= 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥(𝑡 − 𝛿𝑡), 𝛾(𝑥, 𝑡), 𝑢(𝑥, 𝑡)), (4) 

где часть входящих величин пояснена после уравнения (1), 𝑢(𝑥, 𝑡) – вектор управления.  

В моделях (3) и (4) 𝑛-й порядок производной соответствует построению цепочки из 𝑚 

звеньев передачи учебных заданий. В указанной цепочке присутствует качественная 

зависимость значения последующего звена от предыдущего. Системы (3), (4) задают 

непрерывные динамические модели с учетом запаздывания. Наличие вектора запаздывания 

обусловлено возникающими задержками при передаче заданий. 

В модели (4) предполагается, что возмущения задаются функцией, на которую 

накладываются соответствующие ограничения. Для указанной модели можно поставить 

задачу оптимального управления с заданными начальными и граничными условиями. Задача 
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оптимального управления заключается в нахождении управляющей функции 𝑢(𝑡, 𝑥), которая 

соответствует траектории с учетом выполнения заданных условий. В рамках этой задачи 

следует рассматривать фиксированный промежуток (𝑡1, 𝑡2). Кроме того, для модели (4) с 

учетом накладываемых условий также может рассматриваться постановка задачи 

быстродействия. Согласно такой постановке необходимо минимизировать значение разности 

𝑡2 и 𝑡1. Следует также отметить, что интерес представляет также соответствующая задача 

оптимального управления со смешанными ограничениями [15]. 

Модель передачи заданий в цепочке «учитель – модуль ГИОС – ученик» с 

запаздывающей обратной связью и с возмущениями можно представить в виде: 

 

𝑥̇1 = 𝑘1𝑥2(𝑡 − 𝑡̂) + 𝑘5𝑥3(𝑡 − 2𝑡̂),

 𝑥̇2 = 𝑘2𝑥3(𝑡 − 𝑡̂) + 𝑘6𝑥2(𝑡 − 𝑡̂),

 𝑥̇3 = 𝑘3 + 𝑘4𝑥1(𝑡 − 3𝑡̂) + 𝐹1,

 (5) 

где 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 – взаимозависимые количественные показатели педагогического процесса для 

ученика, учителя и модуля ГИОС соответственно, 𝑘1, . . . , 𝑘6 – коэффициенты параметров 

модели, 𝐹1 – функция возмущения, 𝑡̂– единичная задержка в системе. Модель (5) является 

частным случаем модели (3), когда размерность модели равна 3.  

Выполнены вычислительные эксперименты по нахождению траекторий модели (5). 

Результаты анализа трехмерной модели образовательного процесса показывают, что при 

заданном наборе начальных значений и значений параметров поведение траекторий имеет 

характер осцилляций [21]. Серия компьютерных экспериментов демонстрирует аналогичное 

поведение траекторий. Перспективным направлением является изучение управляемой 

трехмерной модели и построение регуляторов на основе методов глобальной параметрической 

оптимизации. 

Синтез и анализ модели (5) выполняется с учетом некоторых допущений. В частности, 

предполагается, что процесс передачи заданий является непрерывным. Для получения 

уточняющих результатов планируется использование комплексных методик моделирования, 

в частности, моделей системной динамики и мультиагентных систем. 

Модели образовательного процесса с учетом прочности усвоения  
получаемых знаний 

В [11, 12] рассмотрены многокомпонентные модели образовательного процесса, в 

которых принимается во внимание различие в скорости забывания различных элементов 

учебного материала и переход непрочных знаний в разряд прочных. При этом учитывается, 

что процесс усвоения и запоминания учебной информации связан с установлением 

ассоциативных связей между новыми и уже имеющимися знаниями. В результате 

многократного использования формируются навыки, которые сохраняются длительное время, 

а приобретенные знания становятся более прочными, при этом элементы учебного материала 

разделены на несколько категорий с учетом разной прочности знаний.  

Будем использовать ряд обозначений согласно [12]. Пусть 𝑈 – уровень требований, 

предъявляемый учителем и согласованный с соответствующим модулем ГИОС. Для 

двухкомпонентной модели предполагается, что суммарные знания ученика состоят из знаний 

двух категорий: 𝑍 = 𝑧1 + 𝑧2, где 𝑧1 – менее прочные знания с более высоким коэффициентом 

абывания 
1
, 𝑧2 – более прочные знания с более низким коэффициентом забывания 

2
. 

Коэффициент 𝜅 является индикатором процесса: пока происходит обучение 𝜅 = 1, когда же 

обучение прекращается, 𝜅 = 0. Через 𝛼𝑖 обозначены коэффициенты усвоения знаний. 

Двухкомпонентная модель образовательного процесса задается системой обыкновенных 

дифференциальных уравнений вида: 

 
 𝑧̇1 = 𝜅1(𝑈 − 𝑍) − 𝜅2𝑧1 − 

1
𝑧1,

 𝑧̇2 = 𝜅2𝑧1 − 
2
𝑧2.

 (6) 
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Для модели (6) в [11, 12] изложены результаты имитационного моделирования, в ходе 

которого учитывался линейный рост уровня требований: 𝑈 = 𝑎(𝑡 − 𝑡0) + 𝑏. В этих работах 

построены и изучены также многокомпонентные модели для n-мерного случая, когда 

рассматривается n категорий знаний.  

Рассмотрим обобщение модели (6) на управляемый случай  

 
 𝑧̇1 = 𝜅1(𝑈 − 𝑍) − 𝜅2𝑧1 − 

1
𝑧1 + 𝑢1,

 𝑧̇2 = 𝜅2𝑧1 − 
2
𝑧2 + 𝑢2,

 (6) 

где 𝑢𝑖(𝑖 = 1, 2) – функции управления.  

С помощью задания критериев качества управления образовательным процессом 

можно построить управляющие функции, при которых решаются такие задачи, как поиск 

оптимального уровня требований и оптимального распределения учебной информации, при 

этом достигается максимально возможный уровень знаний в конце периода обучения. Для 

решения задач оптимального управления для модели (7) и ее обобщений на более высокую 

размерность можно использовать методы теории оптимального управления, методы 

глобальной параметрической оптимизации, нейросетевые методы, методы построения 

нечетких регуляторов, методы машинного обучения. 

Структура модели процесса обучения с применением  
искусственного интеллекта и базы знаний 

Важным вопросом разработки гибридной обучающей среды является анализ 

предметной области. Если рассматривать образовательный процесс как единую систему, то 

сложность процесса заключается в наличии объективных и субъективных факторов. Для 

построения базы знаний (БЗ) гибридной интеллектуальной обучающей среды (ГИОС) на 

основе технологий искусственного интеллекта (ИИ) помимо дидактических материалов 

необходимо наличие исходных данных, репрезентативно отражающих основные 

закономерности функционирования образовательной системы. Структура модели 

образовательного процесса применительно к процессу обучения математике в системе общего 

образования с учетом построения БЗ и алгоритмов ИИ представлена на рис. 2.  

 

 
Рис. 2. Структура обобщенной модели образовательного процесса с использованием модулей  

ИИ и БЗ в рамках разработки ГИОС (на примере обучения математике в системе общего 

образования) 

Отметим, что блок агрегации имеет вариативность в зависимости от используемых 

нейросетевых алгоритмов. В частности, можно использовать нейросети с различным 

количеством слоев, нейросети с задержкой, нейросети с подкреплением. В частности, в [24] 
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предлагается использовать нейронную сеть 2-3 скрытых слоев с идентичным числом нейронов 

(по 10) с выходной фиксацией состояния нейрона по мере прохождения по скрытым слоям. 

В рамках создания ГИОС при решении актуальных задач образовательного процесса, в 

частности, для анализа построенных дифференциальных математических моделей с 

запаздывающей обратной связью и с управлением, могут использоваться методы 

нейросетевого моделирования, предложенные в [18]. Вопросы, связанные с изучением 

устойчивости сложных систем, к которым относятся и гибридные обучающие системы, могут 

быть исследованы с помощью результатов [4, 8], в которых содержатся, в частности, методы 

анализа систем интеллектного управления. Существуют различные подходы к получению 

исходных данных, в частности, анализ и синтез, натурный эксперимент и вычислительный 

эксперимент. 

Анализ и синтез имеют ограниченную применимость из-за специфики предметной 

области. Натурный эксперимент можно считать достаточно эффективным, однако его 

организация является наиболее трудоемкой. Вычислительный эксперимент сочетает в себе 

преимущества первого и второго подхода – он может быть выполнен исследователем 

самостоятельно, и при этом его результаты могут отражать скрытые закономерности 

изучаемого процесса. 

В рамках дальнейшего изучения моделей (5) и (7) представляет интерес построение 

конкретных критериев качества управления, оптимизирующих процессы передачи заданий и 

получения знаний. Для нахождения управляющих функций с учетом начальных значений 

переменных и заданных наборов параметров можно использовать методы глобальной 

параметрической оптимизации [10] в сочетании с методами нейросетевого 

моделирования [19] и с другими методами. Предлагается использовать разработанные 

нейросетевые алгоритмы и создать модули программного комплекса моделирования систем, 

обеспечивающих функционирование гибридной обучающей среды с применением 

современных подходов к моделированию. 

Важно отметить, что теоретический и практический интерес представляет 

стабилизация до асимптотической устойчивости моделей вида (2), (4), (5), (7) и анализ 

возможностей решения линейных матричных неравенств при аппроксимации с помощью ТС-

моделей [25, 26]. Применение аппарата ТС-моделей позволяет использовать современные 

вычислительные системы для решения линейных матричных неравенств, описывать свойства 

исходных нелинейных систем и решать задачи устойчивости и стабилизации. 

Заключение 

Таким образом, в настоящей работе изучены вопросы построения и интеллектуального 

анализа моделей образовательного процесса в рамках разработки ГИОС. Рассмотрены 

обобщенные управляемые динамические модели с учетом запаздывания. В качестве 

конкретизаций изучены модели многоступенчатой передачи заданий и модели 

образовательного процесса с учетом прочности усвоения полученных знаний. Описана 

структура модели процесса обучения с применением искусственного интеллекта и базы 

знаний. Предлагаемые методы решения задач устойчивости и оптимального управления 

педагогическим процессом в условиях неопределенности демонстрируют достаточно высокий 

уровень формализуемости и применимости инструментов искусственного интеллекта. 

Полученные результаты могут найти применение при разработке гибридной обучающей 

среды с использованием искусственного интеллекта, а также при решении задач оптимального 

управления моделями образовательных и социально-экономических систем. 

Описанный подход к анализу свойств моделей позволяет учитывать неопределенности 

и управляющие воздействия в гибридных обучающих средах. Охарактеризованы алгоритмы 

искусственного интеллекта и параметрической оптимизации, которые предполагают 

проведение эффективного численного анализа и вычислительных экспериментов, 

направленных на оценку процесса получения усвоения и контроля знаний по математике в 

системе общего образования. 
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Abstract. The direction associated with the use of mathematical modeling and 
intelligent technologies in the development of methods and means of supporting 
educational processes is one of the relevant scientific areas. The issues of construction 
and analysis of mathematical models used in the development of a hybrid intelligent 
learning environment (GILE) are considered. When constructing and researching 
models, factors of delay, control actions are taken into account, and methods and 
algorithms of intelligent analysis are used, in particular, methods of neural network 
modeling. As part of the creation of GILE, it is proposed to build differential 
mathematical models with delayed feedback, as well as differential models with 
control actions. A continuous dynamic model is considered that describes the process 
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of obtaining and assimilating knowledge, taking into account the use of assimilation 
coefficients, student motivation, the level of requirements and control actions in the 
system. A characteristic is given of a generalized model of the educational process, 
containing a knowledge base module and an interaction module based on artificial 
intelligence, in relation to the process of studying mathematics in the general 
education system. For the model of transferring tasks from teacher to student, taking 
into account the interaction with the GIOS and taking into account the time-delayed 
feedback, a number of qualitative properties have been studied. The described 
approach to the analysis of model properties makes it possible to take into account 
uncertainties and control actions in hybrid learning environments. Algorithms of 
artificial intelligence and parametric optimization, which imply effective numerical 
analysis and computational experiments aimed at assessing the process of obtaining 
the assimilation and control of knowledge in mathematics in the general education 
system, are characterized. 

Keywords: hybrid intelligent learning environment, differential models, instrumental 
and methodological means of supporting the educational process, stability, 
stabilization, neural network algorithms, control actions. 
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Аннотация. В статье рассматривается базовая методика анализа проблем 
производительности в работающей многопользовательской системе 
1С:Предприятие 8. Проблемы производительности не локализованы в 
определенных бизнес-процессах, а "равномерно распределены" по всей 
функциональности системы. В связи с этим внедрение новой платформы 1С на 
предприятии, необходимо не только провести тестирование нового 
функционала, убедиться в работоспособности старого, но и быть готовым к 
увеличению выделяемых ресурсов или апгрейду серверов. С каждой новой 
версией платформы 1С аппаратных ресурсов нужно больше, чтобы сохранить 
производительность и быстродействие системы как минимум на том же уровне. 

Ключевые слова: платформа, релиз, методика APDEX, тест Гилева. 

 


