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Динамика двух бозонова на трехмерной решетке 
3  описывается  

гамильтонианом ,H


 который действует в гильбертовом пространстве  
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Здесь m  означает массу бозонов, который в дальнейшем мы считаем равным 

единице,      −I  единичный оператор в )( 3

2
 ,   есть разностный оператор, 

описывающий перенос частицы с узла на соседний узел, т.е.  
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где −1),(0,0=0),,(0,1=0),,(1,0=
321

eee  единичные орты в .3   

Взаимодействие двух частиц описывается оператором :
2

V


  

).(),()(=))(( 33

22
 − symvV 


 yx,yxyx,  

Всюду в дальнейшем относительно функции v


 предполагается, что  

 









+

++

==

,2||||0,
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
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носитель которого принадлежит к трубе  

.}1||||,:),,({ 3 +== kmnkmnD x  

Здесь  −→:v  четная,  убывающая функция на  
+

   (т.е., 

...))2()1()0(  vvv  и )(
1
v . 

Исследование связанных состояний гамильтониана H


 сводится к  изучению 

собственных значений семейства операторов )(kH  
33 ],(, −k , действующих 

в гильбеpтовом  пpостpанстве )}(=)(:)({:=)( 3

2

3

2
qq ffLfLe −   по формуле 

(cм.[1-2]) 
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Невозмущенный оператор )(0 kH  есть оператор умножения на функцию  
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Для лучшего понимания результатов, приведем  ядро v  интегралъного  

оператора ,V  т.е. Фурье образ потенциала v


 имеет вид:  
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Пользуясь формулой qpqpqp sinsincoscos)cos( +=−  и равенством 

0)(sin
3

=


qq dfq    при любом  ,)( 3

2
eLf    

получим что оператор возмущения V   с ядром  )(
)(2

1
3/2

qp −v


 имеет вид: 
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Обозначим через )}(=)(:)({=)( 22 pfpfLfL −+   и 

)}(=)(:)({=)( 22 pfpfLfL −−−   соответственно подпространства четных и 

нечетных функций. При этом  
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Лемма 1.  Подпространства )(),(),( 3

2

3

2

3

2
 −+−−−++++ LLL  и )( 3

2
+−−L  

являются инвариантными относительно оператора ).(kH   

  

Мы будем изучать сужение оператора )(kH   в инвариантном 

подпространстве .)( 3

2
+++L  Обозначим через ),,(

321
kkkH +++

 сужение оператора 

),,(
321

kkkH  в инвариантном подпространстве )( 3

2
+++L . Действие оператора  

),,(
321

kkkH +++
 на элемент )( 3

2
+++Lf  имеет вид: 

,)()()()(=)()( ppppk
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где 

(𝑉+++𝑓)(𝒑) =
1

(2𝜋)3
∫[𝜈̅(0) + 2𝜈̅(1) cos 𝑝2 cos 𝑞2 + 2𝜈̅(1) cos 𝑝3 cos 𝑞3 +

𝑇3

 

2∑ 𝜈̅(𝑛) cos 𝑛𝑝1 cos 𝑛𝑞1

∞

𝑛=1

+ 4∑ 𝜈̅(𝑛 + 1)[cos 𝑛𝑝1 cos 𝑛𝑞1 cos 𝑝2 cos 𝑞2 +

∞

𝑛=1

 

cos 𝑛𝑝1 cos 𝑛𝑞1 cos 𝑝3 cos 𝑞3]]𝑓(𝑞)𝑑𝑞, 𝑓 ∈ 𝐿2
+++(𝑇3). 
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Система 0

1 1
( ) , { ( ) cos }
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 

+ +

= =   образует ортонормированный 

базис в .)(2 +L  Oбозначим через 
+

+ nnL ),(  одномерное подпространство, 

натянутое на вектор .,
+

+ n
n

   Известно, что пространство  )(2 +L   разлагается в 
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2
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Лемма 2.  Для любых 
+

, mn   подпространства 
2

,

+
mn  ( 

3

,

+
mn )  являются 

инвариантными относительно оператора ),,(
2
 kH   ( ),,(

3
kH  ). 

Операторы ),,(
2
 kH  и ),,(

3
kH   являются унитарными и 

эквивалентными. Поэтому нам достаточно изучать одного из этих операторов.   Для 

каждого 
++

 ),( mn  обозначим через  

3 ( , ) 0 3( , , ) | [4 ( ) ],n m n m nmH k I I I H k V + +=   + −                                      (5) 

сужение оператора   
3( , , )H k +   в инвариантном подпространстве   

3

,

+
mn .  Здесь 

−
n

I  единичный оператор в  ).(nL+
  

3 0 3( ) : 4 ( )nm

nmH k I H k V+ += + −
 
есть одномерный 

двухчастичный оператор, действующий в )(
2
+L   по формуле  

33( ( ) )( ) (4 ( )) ( ) ( )( ),nm

k nmH k f p p f p V f p+ += + −
     

.)(
2
+Lf  

Заметим, что  ,0| 3
,

== +

++

mn

VV
nm

  если .2m  Поэтому мы будем давать дей-

ствия оператора 
+

nm
V   на элемент )(

2
+ Lf  при .1,0=m  

.d)(]coscos)1(2)([
2

1
=)()(

0
ssfspnvnvpfV

n  +++


 

.d)()1(
2

1
=)()(

1
ssfnvpfV

n  ++


 

Изучение собственных значений оператора    3 ( , )( , , ) | n mH k +
 в силу представления 

(5)   сводится к изучению собственных значений оператора 
3( ),nmH k+  т.е. трехмер-

ная задача сводится к одномерной. 
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Теорема 1.  Для любого ),(3 −k  оператор 1

3( ),nH k+  имеет единственное 

невырoжденное собственнoe значение  

 
2

cos4)1(6=)( 322

31

k
nvkz

n
++−+

  

 соответствующее собственной функции  
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1
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где C - произвольная константа.  

 

Ясно, что 
3 3( ) ( ),nm nmH k H k+ +− =  поэтому  можно,  считать 3 [0, ].k   Обозна-

чим через 
3 2 ,k   − тогда из условия 

3 [0, ]k   вытекает, что [0, ].
2


    

Теорема 2. Для любого 
+

n  cуществует 0
n

  такое, что для каждого 

),0(
n

   оператор 0( 2 )nH  + −  имеет два различных невырoжденных  

собственных  значений 

( 2 )nz  + −  и 
1( 2 )nz  +

+ −  имеющих асимптотики 
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))1()()(1(

)1(3)(
)1(6)2(
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2
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1
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+−+

+−
−+−=−
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+

+

+
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+

+ 
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=

n
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)2(coscos26

cos)cos)()((
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+

+

+

+
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=
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где )(),(),(),(
2121

nnnn  -  произвольные  постоянные. 
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