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Аннотация. В работе рассматриваются дифференциальные уравнения первого по-

рядка / ( , )dy dx Q x y= , правые части которых являются полиномами степени, не 

превосходящей числа n. Множество 1PEn
  таких уравнений отождествляется с 

(n+1)(n+2)/2-мерным арифметическим пространством коэффициентов полиномов. 

Уравнение 1PEnX   определяет векторное поле на плоскости 2
R , которое будем 

отождествлять с уравнением X . Оно не имеет ни особых точек, ни замкнутых траек-
торий.  Поэтому фазовый портрет такого векторного поля естественно рассматри-

вать на компактификации фазовой плоскости 2
R  в виде круга Пуанкаре K. Уравне-

ние 1PEnX   назовем грубым, если существует такая его окрестность U, что для лю-

бого уравнения X  из U существует гомеоморфизм K, переводящий траектории 

уравнения X в траектории уравнения X .  На границе круга Пуанкаре уравнение 
1PEnX   имеет (бесконечно удаленные) особые точки. Получены условия, которым 

должна удовлетворять правая часть уравнения, чтобы все бесконечно удаленные осо-

бые точки были грубыми. Доказано, что уравнение  1PEnX    является грубым тогда 

и только тогда, когда все бесконечно удаленные особые точки являются грубыми и 
не существует выходящей сепаратрисы особой точки, являющейся входящей сепара-
трисой другой особой точки. Множество всех грубых уравнений открыто и всюду 

плотно в пространстве 1PEn
. 

Ключевые слова: полиномиальные дифференциальные уравнения первого поряд-
ка, полиномиальные векторные поля на плоскости, круг Пуанкаре, грубость, беско-
нечно удаленные особые точки, сепаратрисы. 

 

Рассмотрение дифференциальных уравнений 
( , )

( , )

dy Q x y

dx P x y
= , где ( , )P x y  и 

( , )Q x y  –  полиномы, на проективной плоскости начато еще Пуанкаре и использова-

лось во многих работах, как теоретических, так и прикладных (см., например, [1 – 

3]).  В работах автора [4 – 9] они изучались с позиций типичности, грубости и теории 

бифуркаций.  

  С такой же точки зрения мы рассмотрим и дифференциальное уравнение  

( , )
dy

Q x y
dx

= ,                                                                   (1) 
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где    

0

( , ) ( , )
n

m

m

Q x y Q x y
=

= ,  ,

0

( , )
m

k m k

m k m k

k

Q x y b x y −

−

=

= ,  2n  , 

и соответствующее ему полиномиальное векторное поле 

( , ) / ( , ) /X x y x Q x y x=   +    на плоскости 2
R . Уравнение (1) и векторное поле X  

естественно отождествляются между собой и с арифметическим вектором 
( 1)( 2) / 2

0,0 1,0 0,1 ,0 0,( , , ,..., ,..., ) n n

n nb b b b b + +R , а множество 1PEn
 всех уравнений вида (1), в 

правой части которых стоит многочлен степени n , с  пространством ( 1)( 2)/ 2n n+ +
R  с 

евклидовой нормой  . 

Компактифицируем 2
R . Для этого рассмотрим в 3

R  гладкое подмногообразие 

– полусферу 3 2 2 2: {( , , ) | 1, 0}X Y Z X Y Z Z=  + + = K R . Она естественно отож-

дествляется с кругом Пуанкаре 2 2 2{( , ) | 1}X Y X Y + K = R . Покроем K  локаль-

ными картами 
0 0( , )U  , 

1 1( , )U   ,  
2 2( , )U   :   

0 {( , , ) | 0}U X Y Z Z=  K , 0( , , ) ( , ) ( / , / )X Y Z x y X Z Y Z = = , 

1 {( , , ) | 0}U X Y Z X+ =  K , 
1 {( , , ) | 0}U X Y Z X− =  K , 

1 ( , , ) ( , ) ( / , / )X Y Z u z Y X Z X  = = , 
2 {( , , ) | 0}U X Y Z Y+ =  K , 

2 {( , , ) | 0}U X Y Z Y− =  K , 
2 ( , , ) ( , ) ( / , / )X Y Z v z X Y Z Y  = = . 

Будем считать, что 2
R  отождествлено с 

0U  посредством отображения 
0 . 

Так как отображение 1

1 0  −  задается формулами / , 1/u y x z x= = , то векторное 

поле 
1U

X   в координатах ( , )u z  имеет вид  
1 1( , ) / ( , ) /P u z u Q u z z   +   , где  

1 ( , ) (1/ , / )P u z zu zQ z u z = − + , 2

1 ( , )Q u z z = − . 

Аналогично, векторное поле 
2U

X   в координатах / , 1/v x y z y= =  имеет вид 

2 2( , ) / ( , ) /P v z v Q v z z   +   ,  где 

2 ( , ) ( / ,1/ )P v z vzQ v z z z = − + ,  2

2 ( , ) ( / ,1/ )Q v z z Q v z z = − . 

 Рассмотрим теперь в 
kU   ( 1,2k = ) полиномиальное векторное поле  

/ /
k

k kU
X P u Q z

 =   +   , 

где при 0z   1n

k kP z P − = , 1n

k kQ z Q − = , а 1 =  в 
kU +  и  1( 1)n −= −  в 

kU − . В точках 

границы круга Пуанкаре K  ( 0z = ) оно касается K . Траектории векторных полей 

0

|
kU U

X 
 и  

0

|
k kU U U

X  
 ( 1, 2)k =  совпадают. Нетрудно убедиться, что особые точки 

векторных полей 
1U

X + , 
1U

X − , 
2U

X +  и 
2U

X − , лежащие на экваторе и принадлежащие пе-

ресечениям их областей определения, совпадают. Следовательно, совпадают траек-

тории векторных полей 
1 1 2

|
U U U

X   +
 и 

2 2 2

|
U U U

X +  +
, 

2 2 1

|
U U U

X   +
 и 

1 2 1

|
U U U

X −  −
. На траектори-

ях, отличных от особых точек, совпадают и ориентации, заданные векторными по-
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лями. Поэтому можно определить траекторию уравнения X  в K  как связное под-

множество K , пересечения которого с 
0U , 

1U   и 
2U   являются, соответственно, тра-

екториями векторных полей X  в 2
R , 

1U
X   и 

2U
X  , с ориентацией на ней, индуциро-

ванной ориентацией на траекториях, перечисленных выше векторных полей. Грани-

ца круга Пуанкаре K  является инвариантным множеством – она состоит из траек-

торий.  

Отождествив диаметрально противоположные точки K , получим из K  про-

ективную плоскость 2
RP . Траектории векторного поля X  в K  при этом перейдут в 

траектории уравнения X  в 2
RP .  

Уравнение  1PEnX   назовем грубым  в K  (грубым в 2
RP ) если существует та-

кая его окрестность ( )U X  в 1PEn
, что для любого уравнения ( )X U X  существует 

гомеоморфизм :h →K K  ( 2 2:h →RP RP , 2 2( )h =R R ), переводящий траектории 

уравнения X  в K  (в 2
RP ) в траектории уравнения X  в K (в 2

RP ) с сохранением 

ориентации на них (на траекториях, принадлежащих 2
R ).  

Векторное поле 
1U

X    имеет вид 

1

1( (1, ) ( , )) / /n

nU
X Q u zR u z u z z 

+= +   −   , 

где ( , )R u z – многочлен от ,u z . Пусть 0

0( ,0)s u=  – особая точка векторного поля 

1U
X    – бесконечно удаленная особая точка уравнения X .  Тогда  

0u  – нуль много-

члена  ,0 1,1 0,(1, ) ... n

n n n nQ u b b u b u−= + + + . Будем считать, что 0(1, ) / 0nQ u u   . Обозна-

чим 0: (1, ) /nQ u u =  , 
0: ( ,0)c R u= . Перейдем в окрестности точки 0s  в 

1U   к  коор-

динатам ,w z , где 0 ( / )w u u c z= − + . В этих координатах   

1

1

1( ( , )) / /n

U
X w R w z w z z  

+= +   −   ,                                        (2) 

где 1( , )R w z  – многочлен от ,w z , не содержащий членов нулевого и первого поряд-

ков.   

Рассмотрим в 2
R   систему дифференциальных уравнений 

1

1( ( , )), nw w R w z z z   += + = − , { 1,1}  − .                                           (3) 

Согласно теореме  65 книги [1]  для системы (3) особая  точка (0,0)O =  при 

четном n  будет устойчивым (неустойчивым) узлом, если 0  , 0   ( 0  , 0 

), и седлом, входящие (выходящие) сепаратрисы которого принадлежат прямой 0z =

, при  0  , 0   ( 0  , 0  ),  при нечетном n  седло-узлом с устойчивым (не-

устойчивым) параболическим сектором, принадлежащим полуплоскости 0z  , если  

0  ,  ( 0  , 0  ), и полуплоскости 0z  , если 0  , 0   ( 0  , 0  ).  

Особую точку 0

0( ,0)s u= , поля 
1U

X + (
1U

X − ) назовем устойчивым (неустойчи-

вым) полуузлом,  если   (при четном n  , при нечетном n  ).  Из пове-

дения траекторий системы (3) в окрестности точки O  следует, что все траектории 

0 

0  0  0 
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поля 
1U

X + (
1U

X − ),  начинающиеся в достаточно малой окрестности устойчивого (не-

устойчивого) полуузла,   -предельны ( -предельны) к нему (рис. 1).    

Особую точку 0

0( ,0)s u=  поля 
1U

X + (
1U

X − ) назовем  полуседлом, если 0   (при 

четном n  0  , при нечетном n  0  ). Из поведения траекторий системы (3) в 

окрестности точки O  следует, что для полуседла  0s  поля 
1U

X + (
1U

X − ) имеется един-

ственная траектория, не принадлежащая экватору и  ( )-предельная к 0s - его вхо-

дящая (выходящая) сепаратриса, и нет траекторий    ( )-предельных к 0s (рис.1).  

  
Рис. 1. а) устойчивый полуузел, б) неустойчивый полуузел,   

в) и г) полуседла.    

 

Векторное поле 
2U

X   при 2n   имеет вид  

2
2 3( ( ,1) ( , )) / ( ( ,1) ( , )) /n nU

X vQ v zR v z v z Q v zR v z z  = − +   − +   , 

где  2 ( , )R v z  и 
3( , )R v z  – многочлены.  

Точка p  с координатами 0v z= =  является особой точкой поля 
2U

X  . При  

0(0,1) 0n nQ b=   матрица линейной части поля в этой точке имеет вид  
0,

0,0

n

n

b

b





−  
 

− 
.  

Следовательно, все траектории  поля 
2U

X  , начинающиеся в некоторой окрестности 

точки  p , или  -предельны, или  -предельны к p . Поэтому ее тоже назовем, со-

ответственно, устойчивым или  неустойчивым полуузлом.  

Обозначим 0  множество уравнений из 1PEn
 со следующими свойствами.  

1) Все бесконечно удаленные особые точки в K  являются полуузлами или 

полуседлами. 

2) Не существует сепаратрис, идущих из  полуседла в  полуседло. 

Теорема.  Множество 0  совпадает с множеством уравнений,  грубых в K  (в 
2

RP ). Оно открыто и всюду плотно в 1PEn
. 

Доказательство. Докажем плотность 0  в 1PEn
. Везде далее мы будем рас-

сматривать ориентированные траектории векторных полей из 1PEn
 в  K .   

Пусть 
0 1 0

0,0 1,0 0,1 ,0 0,( , , ,..., ,..., ) PE \n n nX b b b b b=   . Зададим число 0  . Рассмот-

рим уравнение  
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, , 1

0,0 1,0 0,1 ,0 1,1 1, 1 0,( , , ,..., , ,..., , ) PEn n n n nX b b b b b b b     − −= + − +  . 

Выберем число 0   так, чтобы , , 0X X   −  , если   ,   ,   . 

Плотность 0  в 1PEn
 будет доказана, если мы найдем ,   и  ,  для которых  

, , 0X    .  При достаточно малом   (0, )   
0, 0nb +  .  Фиксируем такое  . По 

теореме Сарда [10] существует некритическое значение (0, )   функции  

,0 1,1 0,... ( ) n

n n nb b u b u−+ + + + , то есть многочлен   ,0 1,1 0,... ( ) n

n n nb b u b u −+ + + + −  имеет 

только простые (действительные) нули. Фиксируем такое   . У уравнения , ,0X   , 

все особые точки – либо полуузлы, либо полуседла.  Пусть уравнение , ,0X    имеет 

вид  ( , )
dy

Q x y
dx

= . Если это уравнение не имеет сепаратрис, идущих  из полуседла в 

полуседло, то оно принадлежит 0 .  

Пусть , ,0X    имеет сепаратрисы 0

iL  ( 1,...,i p= ), идущие из полуседла is−  в по-

луседло is+ . Они задаются уравнениями ( ),iy y x x= R . Уравнение  , ,X   : 

( , )
dy

Q x y
dx

= + , (0, )  , имеет те же особые точки и того же типа, что и  уравне-

ние , ,0X   .  

Из (2) по теореме о центральном многообразии [11] следует, что найдутся та-

кие числа 
1 (0, )   и 0  , что векторное поле 

1

, ,

U
X   

− ,
1 1( , )   − ,  имеет локаль-

ные инвариантные многообразия, задаваемые в карте  
1U −  ( 

1U + )  уравнениями 

  ( , )iu w z −= , ( 2 ,0]z  −  ( ( , )iu w z −= , [0, 2 )z  ), 1,...,i p= ,  

где 
iw− (

iw+ ) – гладкие функции, а точка ( (0, ),0)iw −   ( ( (0, ),0)iw + ) совпадает с полу-

седлом is−  ( is+ ). Точка ( )iq −  ( ( )iq + ) с координатами ( ( , ), )iw   − − −   ( ( ( , ), )iw   + )  

принадлежит выходящей (входящей) сепаратрисе ( ),

iL −  ( ( ),

iL + )  полуседла is−  ( is+ ) урав-

нения  , ,X   .   

Точки (0)iq−  и (0)iq+ , 1,...,i p= ,  принадлежат одной траектории 0

iL  уравнения 

, , 0X  . Из непрерывной зависимости решений уравнения , ,X   , 2 2( , )   − , от 

начальных данных и параметра   и из вида векторного  поля 
1

, ,

U
X   

  следует, что 

число 2 1(0, )   и окрестности 
iV −  и 

iV +  точек (0)iq−  и (0)iq+ , 1,...,i p= , можно вы-

брать так, что   все траектории , ,X   ,  начинающиеся в 
iV − (

iV + ) ,  ( )-предельны 

либо к полуседлу is+  ( is− ) либо  к одному из полуузлов «соседних» с is+  ( is− ) на K .  

Уменьшив при необходимости 2 , получим аналогично, что  сепаратрисы по-

луседел,  идущие в полуузлы при 0 = , идут туда же и при всех 2 2( , )   − .  Так 

как  ( )iq −  и ( )iq +  непрерывно зависят от  , то число 3 2(0, )   можно выбрать 

так, что ( )i iq V  ,  1,...,i p= . Тогда  выходящая (входящая) сепаратриса ( ),

iL −  (
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( ),

iL + )  полуседла is−  ( is+ ) уравнения  , ,X   , 
30    ,  либо совпадает с ( ),

iL + (

( ),

iL − ), либо  ( )-предельна к полуузлу.   

Покажем, что  ( )-предельна  к is+  ( is− )  она быть не может.  

Предположим, что  при некоторых   i   и  
3(0, )   ( ), ( ),

i iL L − += . Обозначим 

 2{( , ) : ( ), }iG x y y y x x+ =   R R ,  2{( , ) : ( ), }iG x y y y x x− =   R R . 

Так как производная функции ( )iy y x−  по направлению векторного поля 

, 30    , в точках  сепаратрисы 0

iL , то есть при  , равна   и по-

тому положительна, то во всех  точках   положительные (отрицательные) по-

лутраектории входят G+
 (G−

) . Поэтому  логически возможны следующие варианты: 

(а) ( ),

iL   лежит в  G+
, (б) ( ),

iL   лежит в  G−
, (в)  ( ),

iL   пересекается с 0

iL  в един-

ственной точке 
0 0 0( , ( ))iM x y x= , причем точки ( ),

iL   с координатой 
0x x  (

0x x ) 

лежат в G−
(G+

).  

 В случае (а) (соответственно, (б)) все положительные (отрицательные) по-

лутраектории траектории  уравнения , ,X   , начинающиеся в области, ограничен-

ной простой замкнутой кривой    0 ( ), { , }i i

i iL L s s

− +  , не выходят из нее, и потому  

( )-предельны к особой точке is+  ( is− ).  Но это невозможно. В случае  (в)  все поло-

жительные полутраектории  уравнения , ,X   , начинающиеся в области, ограничен-

ной  простой замкнутой кривой, составленной из точек   и  ( ),

iL   с координатой  

0x x  и из точки is+ , не выходят из нее. Это также приводит к противоречию.  

Таким образом, для уравнения , ,X   , 30    ,  выходящие сепаратрисы по-

луседел не совпадают с входящими сепаратрисами и потому , , 0X    . Плотность  
0  в  1PEn

 доказана. 

Докажем, что из грубости уравнения 1PEnX   следует, что 0X  . Пусть это 

не так: 1 0PE \nX   . Тогда имеет место один из четырех случаев:  

(i)  Все особые точки – полуузлы и полуседла; существует сепаратриса, идущая 

из полуседла в полуседло.   

(ii) 
0, 0nb  ;  многочлен ,0 1,1 0,(1, ) ... n

n n n nQ u b b u b u−= + + +  имеет нуль четной крат-

ности. 

(iii) 
0, 0nb  ; многочлен ,0 1,1 0,(1, ) ... n

n n n nQ u b b u b u−= + + +  не имеет нулей четной 

кратности и хотя бы один нуль  имеет кратность 3 .  

(iv)  
0, 0nb = . 

Пусть ( )U X  – окрестность  уравнения X , фигурирующая в определении гру-

бости. Так как  0  плотно в 1PEn
, то существует  уравнение 0 ( )X U X  . Пусть 

:h →K K  – гомеоморфизм,  фигурирующий в определении грубости. В случае (i)  h  

, ,X   ( ) 0iy y x− =

0

iL

0

iL
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отображает полуседла уравнения X  в полуседла уравнения X , а  сепаратрису, со-

единяющую два полуседла уравнения X , в сепаратрису, соединяющую два полу-

седла уравнения X . Получаем противоречие с тем, что  0X  . 

 Рассмотрим случай (ii). Так как гомеоморфизм :h   →K K K  сохраняет ори-

ентацию на траекториях, то он не может переводить особую точку, соответствую-

щую нулю четной кратности, в полуседло или в  полуузел. Также имеем противоре-

чие. 

Рассмотрим случай (iii) .  Пусть 
0u  – нуль (1, )nQ u  кратности 2 1k + , 1k  . То-

гда 
0(1, ) ( ) ( )nQ u u u D u= − , где ( )D u – многочлен, для которого 

0u  – нуль  кратности 

2k . При 0   для многочлена  
0( ) ( ) ( )A u u u D u = − +    

0u  – также нуль  кратности 

2k . Запишем  ( )A u  в виде 

1

,0 0 1,1 1 1, 1 1 0,( ) ( ) ... ( ) n n

n n n n nA u b c b c u b c u b u    −

− − −= + + + + + + + . 

Обозначим 
1

,0 0 1,1 1 1, 1 1 0,( , ) : ( ) ( ) ... ( )n n n n

n n n n n nQ x y b c x b c x y b c xy b y    −

− − −= + + + + + + +  . 

Тогда (1, ) ( )nQ u A u = . При достаточно малом 0   уравнение ( , )
dy

Q x y
dx

= , 

где ( , )Q x y  получается из ( , )Q x y  заменой ( , )nQ x y  на ( , )nQ x y , принадлежит 

( )U X  и потому является грубым. Но это невозможно, так как 
0u  – нуль (1, )nQ u  

четной кратности 2k .  

Рассмотрим случай (iv). Уравнение X  : 
1( , ) ndy

Q x y xy
dx

 −= +  при достаточно 

малом 0   принадлежит ( )U X  и потому является грубым. Ограничение векторно-

го поля 
2U

X 
  на 

2U  K  имеет вид 

2 3 1

1, 1 2, 2 ,0( ( ,1) ) / (( ) ... ) /n

n n n nv Q v v v b v b v b v v    +

− −− +   = − + + + +   . 

При достаточно малом 0   точка с координатой 0v =  будет для него дву-

кратной особой точкой. Как и в случае (ii) получаем противоречие. 

Таким образом, предположение, что грубое уравнение принадлежит 1 0PE \n  ,  

приводит к противоречию. Поэтому из грубости уравнения следует, что оно принад-

лежит множеству  0 . 

Пусть ( )is X , 1,...,i N= , – особые точки уравнения  0X  .  Уравнение X  из 

достаточно малой окрестности ( )U X  уравнения 0X   имеют особые точки ( )is X ,  

1,...,i N= , гладко зависящие  от X , совпадающие с ( )is X  при  X X=  и имеющие 

тот же тип, что и при X X= . Из  теоремы о центральном многообразии [11] следует, 

что существуют локальные инвариантные многообразия  полуседел ( )ks X , гладко 

зависящие от X . Следовательно, если для уравнения X  сепаратриса полуседла 
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( )ks X  шла в полуузел ( )js X , то и у  уравнения  X  из достаточно малой окрестно-

сти ( )U X  сепаратриса полуседла ( )ks X  идет в полуузел ( )js X . Поэтому 0  откры-

то, и аналогично [2] строится гомеоморфизм :h →K K , переводящий ориентиро-

ванные траектории уравнения X  в ориентированные траектории уравнения X . Его 

можно сделать переводящим диаметрально противоположные точки  K  в  диамет-

рально противоположные точки и потому продолжить до  гомеоморфизма 
2 2:h →RP RP , отображающий траектории уравнения X  в 2

RP  на  траектории 

уравнения X  в 2
RP . Тем самым,   уравнения 0X   являются грубыми как в 

→K K , так и в 2
RP .  

Уравнения, грубые в 2
RP , конечно, являются грубыми и в K . Это замечание 

завершает доказательство теоремы. 
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Summary. The paper deals with differential equations of the first order 

, the right-hand sides of which are polynomials of degree not exceeding 

a number . The set  of such equations is identified with the -

dimensional arithmetic space of the coefficients of polynomials. The equation  

defines a vector field in , which we shall identify with the equation .  It has nei-

ther singular points nor closed trajectories. Therefore, it is natural to consider the phase 

portrait of such a vector field on the compactification of the phase plane in the form of 

the Poincaré circle . An equation  is said to be structurally stable if there 

exists a neighborhood  of it such that for any equation  there exists a homeo-

morphism  taking the trajectories of the equation  to the trajectories of the equa-

tion . On the boundary of the Poincaré circle, the equation has (infinitely far) singular 

points. Conditions are obtained which the right-hand side of the equation must satisfy, 

so that all the infinitely far singular points are structurally stable. It is proved that the 

equation  is structurally stable if and only if all infinitely far singular points are 

structurally stable and there are no double separatrixes of singular points. The set of 

structurally stable equations is open and everywhere dense in . 

Keywords:  first-order polynomial differential equations, planar polynomial vector 

fields, Poincaré circle, structural stability, infinitely far singular points, separatrixes.  
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Аннотация. В рамках нового подхода к синтезу учебного плана вуза, основанного 
на применении массива дидактических единиц, даются рекомендации по форми-
рованию данного массива. Приведены доводы, доказывающие актуальность выбо-
ра данного подхода к синтезу учебного плана вуза, основанные на требованиях 
Федеральных государственных образовательных стандартов высшего образования 
по направлениям бакалавриата, специалитета и магистратуры. Рассмотрены два 
метода (ручной и автоматический) формирования массива дидактических единиц, 
их отличия, преимущества и недостатки. Описаны правила формирования масси-
ва дидактических единиц, касающиеся процесса составления перечня учебных 
дисциплин, входящих в синтезируемый учебный план, перечня дидактических 
единиц, входящих в учебный план, вариантов нумерации и буквенного обозначе-
ния элементов массива, наименований дидактических единиц. Уделено внимание 


