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Abstract. The authors of the article proposed “ the mirror” method for calculating the 
spline curve, which takes into account the values of the functions f (xi-1), f (xi), f (xi+1). The 
use of these values leads to a “physically” more correct “reflection” of the interpolation 
curve in the region of the reference points; it becomes possible to avoid false maxima 
and minima. Testing of this method showed that it becomes possible to use it both for 
interpolating “simple” functions and for “heavy” ones for interpolating experimental 
data, which means that the “mirror” method can be called universal. The “mirror” 
method is stable, this means that the results do not depend on the direction of the 
calculations, it has a locality radius of 1. The article shows that the formula for 
calculating the “central” differences (finite difference method) is the limiting case of the 
“mirror” difference method. 
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Аннотация. В прямоугольной области рассматривается двумерное 
функциональное опережающе-запаздывающее уравнение. Функциональные 
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некарлемановские сдвиги являются взаимно-обратными диффеоморфизмами. 
Вопрос существования и единственности решения исследуемой задачи сводится к 
разрешимости блочной матричной системы в классе непрерывных функций. 

Ключевые слова: функциональное уравнение, некарлеманоский сдвиг, 
опережение, запаздывание, блочная матрица.  

 

Введение 

Богатым источником разностных, 𝑞-разностных, дифференциально-разностных  и 

других функциональных и дифференциально-функциональных уравнений являются краевые 

задачи для гиперболических систем уравнений в частных производных [6], численные 

методы решения задач для дифференциальных уравнений [4]. Интерес к функциональным 

уравнениям связан с возможностью использовать их для моделирования [1] сложных 

колебательных процессов; изучения упорядоченных структур (синергетика) [5]; проблем [3] 

турбулентности; устойчивости [2]. 

Рассматриваемая работа исследует задачу для функционального уравнения с 

некарлемановским запаздыванием и опережением вида  

   𝑎𝑘+𝑘1 ,𝑛+𝑛1
𝑢  𝛼1

𝑘 𝑥 ,𝛼2
𝑛 𝑥  = 0

𝑘2

𝑘=−𝑘1

𝑛2

𝑛=−𝑛1

 (1) 

в области 𝐷 =   𝑥, 𝑦 : 𝑥0 < 𝑥 < 𝑥𝑘2+1, 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦𝑛2+1     причем 𝑛𝑗 , 𝑘𝑗 ∈ ℕ(𝑗 = 1,2) 

𝑎𝑘+𝑘1 ,𝑛+𝑛1
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 𝛼1 𝑡 , 𝛼 𝑡 −сохраняющие ориентацию взаимно-обратные 𝛼3−𝑗  𝛼𝑗  𝑡  =

𝑡 𝑗 = 1,2  диффеоморфизмы класса 𝐶1, удовлетворяющие условиям: 
 

𝛼1 𝑡 < 𝑡, 𝛼 ′
1 𝑡 > 1  𝛼1

′  𝑡 < 1     и 𝛼2 𝑡 > 𝑡, 𝛼 ′
2 𝑡 < 1  𝛼2

′  𝑡 > 1 ; 𝑡𝑛 = 𝛼1 𝑡𝑛+1 , 𝑡𝑛+1 =

𝛼2 𝑡𝑛 ,𝛼2 𝑡0 > 0; 𝛼1 𝑡1 = 𝑡0 = 0;𝛼𝑗
𝑙 ≡ 𝛼𝑗 (𝛼𝑗  … 𝛼𝑗  𝑡  …  ,               

𝑙−раз

 если 

𝑙 > 0;  𝛼𝑗
𝑙 ≡ 𝛼3−𝑗 (𝛼3−𝑗  …  𝛼3−𝑗  𝑡  …  ,                   

−𝑙−раз

 если 𝑙 > 0; 𝛼𝑗
0 𝑡 = 𝑡(𝑗 = 1,2).

 

Постановка задачи 

Не ограничивая общности и для наглядности рассмотрим уравнение (1), когда 

𝑛1 = 𝑛2 = 1, 𝑘1 = 𝑘2 = 1 то есть  

  𝑎𝑘+1,𝑛+1𝑢  𝛼1
𝑘 𝑥 ,𝛼2

𝑛 𝑥  

1

𝑘=−1

1

𝑛=−1

≡  [𝑎0,𝑛+1𝑢(𝛼2(𝑥)

1

𝑛=−1

, 𝛼2
𝑛(𝑦)) + 𝑎1,𝑛+1𝑢(𝑥, 𝛼2

𝑛 𝑦 + 

+𝑎2,𝑛+1𝑢(𝛼1 𝑥 ,𝛼2
𝑛 𝑦 )] ≡ 𝑎0,0𝑢(𝛼2 𝑥 , 𝛼1(𝑦)) + 𝑎0,1𝑢(𝛼2(𝑥), 𝑦) + 𝑎0,2𝑢(𝛼2 𝑥 , 𝛼2 𝑦 ) + 

+𝑎1,0𝑢 𝑥, 𝛼1 𝑦  + 𝑎1,1𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑎1,2𝑢 𝑥, 𝛼2 𝑦  + 𝑎2,0𝑢 𝛼1 𝑥 ,𝛼1 𝑦  +  𝑎2,1𝑢 𝛼1 𝑥 , 𝑦 + 

+𝑎2,2𝑢 𝛼1 𝑥 , 𝛼2 𝑦  = 0, 

 𝑥, 𝑦 𝜖𝐷 =   𝑥, 𝑦 : 𝑥0 < 𝑥 < 𝑥2, 𝑦0 < 𝑦 < 𝑦2 =  𝐷𝑖,𝑗
1
𝑖,𝑗=0 , где 𝐷𝑘𝑛 = { 𝑥, 𝑦 : 𝑥𝑘 < 𝑥 < 𝑥𝑘+1 , 

 𝑦𝑛 < 𝑦 < 𝑦𝑛+1}  𝑘, 𝑛 = −1,2       . 
Задача R. Найти в области 𝐷  решение  𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷 ) уравнения (2), 

удовлетворяющее условиям  

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑟−1,𝑛 𝑥, 𝑦 ,  𝑥, 𝑦 ∈  𝐷 −1,𝑛 𝑛 = −1,2 , (3) 

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝜌2,𝑛 𝑥, 𝑦 ,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 2,𝑛 𝑛 = −1,2 , (4) 
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𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝛾𝑘,2 𝑥, 𝑦 ,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 𝑘,2   𝑘 = −1,2 , (5) 

𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝛿𝑘,−1 𝑥, 𝑦 ,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 𝑘,−1   𝑘 = −1,2 , (6) 

причем 

𝑟−1,−1 𝑥, 𝑦 = 𝛿−1,−1 𝑥, 𝑦 , 𝜌2,−1 𝑥, 𝑦 = 𝛿2,−1 𝑥, 𝑦 , 

𝑟−1,2 𝑥, 𝑦 = 𝛾−1,2 𝑥, 𝑦 , 𝜌2,2 𝑥, 𝑦 = 𝛾2,2 𝑥, 𝑦 , 

где 𝑟−1,𝑛 𝑥, 𝑦 , 𝜌2,𝑛 𝑥, 𝑦   𝑛 = −1,2 ;  𝛾𝑘,2 𝑥, 𝑦 , 𝛿𝑘,−1 𝑥, 𝑦   𝑘 = −1,2  – заданные 

непрерывные функции. 

Целью дальнейшей работы является построение алгоритма численного решения 

задачи R, то есть получения явной формулы решения. 

Существование и единственность решения задачи R. Алгоритмизация 

Теорема. Если 𝑟−1,𝑛 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶(𝐷 −1,𝑛), 𝜌2,𝑛 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶(𝐷 2,𝑛) 𝑛 = −1,2 ;  𝛾𝑘,2 𝑥, 𝑦 ∈

𝐶(𝐷 𝑘,2); 𝛿𝑘,−1 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶(𝐷 𝑘,−1)  𝑘 = −1,2 ; 𝑎0,𝑗 = 𝑏2,𝑗   𝑗 = 0,1,2 ; 𝑑𝑒𝑡 𝐴1
2 − 𝐴0𝐴2 ≠ 0, то 

существует единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи R. 

Доказательство.  

В терминах функций  

𝑢𝑖 ,𝑗  𝑥, 𝑦 = 𝑢 𝑥, 𝑦 ,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷 𝑖,𝑗  (𝑖, 𝑗 = −1,2) (7) 

уравнение (2) представим в форме матричной системы сначала в области 𝐷0,0 ∪ 𝐷0,1 ⊂ 𝐷,  
работая по переменной x, а затем в области 𝐷0,0 ⊂ 𝐷, проведя преобразования по переменной 

𝑦. 

С этой целью в уравнении (2), записанном для областей 𝐷𝑗 ,0 ∪ 𝐷𝑗1(𝑗 = 0,1), заменим 

переменную x на 𝛼2
𝑗
(𝑥) (xk на

 
𝛼2
𝑗  𝑥 = 𝑥𝑘+𝑗  𝑘 = −1,2        𝑗 = 0,1 . Принимая во внимание 

обозначения (7), условия (3)-(6); что 𝑥𝑗 ≤ 𝛼2
𝑗
(𝑥) ≤ 𝑥𝑗+1 при

 
𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1 𝑗 = 0,1 , получим 

матричную систему уравнений  

 𝐴𝑛+1

1

𝑛=−1

 
𝑢0,𝑛+𝑗 (𝑥, 𝛼2

𝑛(𝑦))

𝑢1,𝑛+𝑗 (𝛼2(𝑥), 𝛼2
𝑛(𝑦))

 = −  𝐵𝑛+1

1

𝑛=−1

 
𝑢−1,𝑛+𝑗 (𝑎(𝑥), 𝛼2

𝑛 𝑦 )

𝑢2,𝑛+𝑗 (α2
2(𝑥), 𝛼2

𝑛(𝑦))
 , (8) 

𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦𝑗 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦𝑗+1    𝑗 = 0,1 , 

где 

𝐴𝑛+1 =  
𝑎1,𝑛+1 𝑎0,𝑛+1

𝑎2,𝑛+1 𝑎1,𝑛+1
 , 𝐵𝑛+1 =  

𝑎2,𝑛+1 0

0 𝑎0,𝑛+1
 . (9) 

В системе (8)-(9), записанной для областей 𝐷0𝑗 (𝑗 = 0,1), заменим переменную y на на 

𝛼2
𝑗
(𝑦) (yk на

 
𝛼2
𝑗  𝑦𝑘 = 𝑦𝑘+𝑗  𝑘 = −1,2        𝑗 = 0,1 . Принимая во внимание обозначения (7), 

условия (3)-(6); что 𝑦𝑗 ≤ 𝛼2
𝑗
(𝑦) ≤ 𝑦𝑗+1 при 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1 𝑗 = 0,1 , получим эквивалент задачи 

R для уравнения (2) в форме матричной системы уравнений 

 𝐴𝑛+1

1

𝑛=−1

 
𝑢0,𝑛+𝑗 (𝑥, 𝛼2

𝑛+𝑗
(𝑦))

𝑢1,𝑛+𝑗 (𝛼2(𝑥), 𝛼2
𝑛+𝑗

(𝑦))
 = −  𝐵𝑛+1

1

𝑛=−1

 
𝑢−1,𝑛+𝑗 (𝑎1(𝑥), 𝛼2

𝑛+𝑗  𝑦 )

𝑢2,𝑛+𝑗 (α2
2(𝑥), 𝛼2

𝑛+𝑗
(𝑦))

 , 

𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1    𝑗 = 0,1 , 

или, используя клеточные матрицы, обозначения (7), условия (3)-(6),  
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𝐴1 𝐴2

𝐴0 𝐴1
 

 

 
 

 
𝑢0,0(𝑥, 𝑦)

𝑢1,0(𝛼2(𝑥), 𝑦))
 

 
𝑢0,1(𝑥, 𝛼2(𝑦))

𝑢1,1(𝛼2 𝑥 , 𝛼2(𝑦))
 
 

 
 

=  
𝑄1(𝑥, 𝑦)
𝑄2(𝑥, 𝑦)

 ≡ − 
𝐵1 𝐵2

𝐵0 𝐵1
 

 

 
 

 
𝑟−1,0(𝛼1(𝑥), 𝑦))

𝜌2,0(𝛼2
2(𝑥), 𝑦))

 

 
𝑟−1,1(𝛼1(𝑥), 𝛼2(𝑥))

𝜌2,1(𝛼2
2 𝑥 ,𝛼2(𝑦))

 
 

 
 
− 

− 
𝐴0 0
0 𝐴2

 

 

 
 
 

𝛿0,−1(𝑥, 𝛼2(𝑦))

𝛿1,−1(𝛼2 𝑥 , 𝛼1(𝑦))
 

 
𝛾0,2(𝑥, 𝛼2

2 𝑥 )

𝛾1,2(𝛼2 𝑥 , 𝛼2
2 𝑦 )

 
 

 
 
−  

𝐵0 0
0 𝐵2

 

 

 
 
 
𝑟−1,−1(𝛼1 𝑥 , 𝛼1 𝑦 )

𝜌2,−1(𝛼2
2 𝑥 ,𝛼2(𝑦))

 

 
𝑟−1,2(𝛼1 𝑥 ,𝛼2(𝑦))

𝜌2,2(𝛼2
2 𝑥 , 𝛼2

2 𝑦 )
 
 

 
 

,    (10) 

𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1 , где 𝑄𝑗  𝑥, 𝑦 − матрицы-столбцы правых частей системы  𝑗 = 0,1 . 

Если 𝑎0,𝑗 = 𝑎2,𝑗  (𝑗 = 0,1,2), то матрицы 𝐴𝑗 (𝑗 = 0,1,2) из (9) будут симметричны и 

попарно коммутативны. Тогда при det(𝐴1
2 − 𝐴0𝐴2) ≠ 0 существует единственная обратная 

матрица  

 
𝐴1 𝐴2

𝐴0 𝐴1
 
−1

=
1

 𝐴0𝐴2 − 𝐴1
2 
 
−𝐴1 𝐴2

𝐴0 −𝐴1
 , 

которая позволяет получить единственное решение матричной системы (10) в виде 

 

 
 

 
𝑢0,0(𝑥, 𝑦)

𝑢1,0(𝛼2(𝑥), 𝑦))
 

 
𝑢0,1(𝑥, 𝛼2(𝑦))

𝑢1,1(𝛼2 𝑥 ,𝛼2(𝑦))
 
 

 
 

=
1

 𝐴0𝐴2 − 𝐴1
2 
 
−𝐴1 𝐴2

𝐴0 −𝐴1
  
𝑄1(𝑥, 𝑦)
𝑄2(𝑥, 𝑦)

 , 

𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1 , то есть 

 
𝑢0,0 𝑥, 𝑦 

𝑢1,0 𝛼2 𝑥 , 𝑦 
 =  

𝐹1 𝑥, 𝑦 

𝐹2 𝑥, 𝑦 
 ≡

1

 A0𝐴2 − 𝐴1
2 
 −𝐴1𝑄1 𝑥, 𝑦 + 𝐴2𝑄2 𝑥, 𝑦  , 

 𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1 ; 

 
𝑢0,1(𝑥, 𝛼2(𝑦))

𝑢1,1(𝛼2 𝑥 , 𝛼2(𝑦))
 =  

𝐺1(𝑥, 𝑦)
𝐺2(𝑥, 𝑦)

 ≡
1

 𝐴0A2 − A1
2 
 𝐴0𝑄1 𝑥, 𝑦 − 𝐴1𝑄2 𝑥, 𝑦  , 

𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1. 

Поэтому 

𝑢0,0 𝑥, 𝑦 = 𝐹1 𝑥, 𝑦 , 𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1;

𝑢1,0 𝛼2(𝑥), 𝑦 = 𝐹 𝑥, 𝑦 , 𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1;

𝑢0,1 𝑥, 𝛼2(𝑦) = 𝐾1 𝑥, 𝑦 , 𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1;

𝑢1,1 𝛼2(𝑥), 𝛼2(𝑦 = 𝐾2 𝑥, 𝑦 , 𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1 .

 
(11) 

то есть, согласно (7), (11), 

𝑢 𝑥, 𝑦 =

 
 
 

 
 𝑢0,0 𝑥, 𝑦 = 𝐹1 𝑥, 𝑦 , 𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1;                   

𝑢1,0 𝑥, 𝑦 = 𝐹2 𝛼1(𝑥), 𝑦 , 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2, 𝑦𝑗 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦1;         

𝑢0,1 𝑥, 𝑦 = 𝐺1 𝑥, 𝛼1(𝑦) , 𝑥0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥1, 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2;        

𝑢1,1 𝑥, 𝑦 = 𝐺2 𝛼1(𝑥), 𝛼1(𝑦) , 𝑥1 ≤ 𝑥 ≤ 𝑥2, 𝑦1 ≤ 𝑦 ≤ 𝑦2 .

  

является единственным решением задачи R для уравнения (2) в области 𝐷 из класса 

непрерывных функций.  

Теорема доказана. 
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Abstract. In a rectangular area, we consider a two-dimensional functional leading-
lagging equation. Functional ncelemesi shifts are mutually inverse diffeomorphisms. The 
question of the existence and uniqueness of the solution of the problem under study is 
reduced to the solvability of a block matrix system in the class of continuous functions. 
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