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Аннотация. Рассматривается в частных разностях двумерное уравнение с 
опережением и запаздыванием, которое является разностным оператором вполне 
интегрируемого дифференциально-функционального уравнения. Вопрос 
существования и единственности редуцируется к разрешимости блочной 
матричной системы в классе непрерывных функций. 
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Введение 

Среди дифференциально-функциональных уравнений  [1] с разностным оператором  

 𝐿𝑢(𝑥, 𝑦) ≡   𝑏𝑘+𝑘1 ,𝑛+𝑛1
𝑢 𝑥 − 𝑘𝜏, 𝑦 + 𝑛𝑕 , 𝑛𝑗 , 𝑘𝑗 ∈ ℕ(𝑗 =

𝑘2

𝑘=−𝑘1

𝑛2

𝑛=−𝑛1

1,2) (1) 

можно выделить класс вполне интегрируемых  [3] уравнений 

 𝐷𝐿𝑢 𝑥, 𝑦 = 0, (2) 

𝐷 - дифференциальный оператор, поскольку вопрос существования решения [2] сводится к 

семейству функциональных уравнений 

 𝐿𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑣 𝑥, 𝑦 , (3) 

где 𝑣(𝑥, 𝑦) пробегает множество решений дифференциальных уравнений  

𝐷𝑣 𝑥, 𝑦 = 0. 

Например, 1) вопрос существования решения уравнения 
𝜕

𝜕𝑥
𝐿𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝛾𝐿𝑢 𝑥, 𝑦 = 0, 

𝛾 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, сводится к разрешимости разностного уравнения 𝐿𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑐𝑒−𝛾𝑥 , 𝑐 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡;  

2) вопрос существования решения уравнения 𝐿𝑢 𝑥 + 𝜏, 𝑦 
𝜕

𝜕𝑥
𝐿𝑢 𝑥, 𝑦 − 

−𝐿𝑢 𝑥, 𝑦 
𝜕

𝜕𝑥
𝐿𝑢 𝑥 + 𝜏, 𝑦 = 0 сводится к разрешимости разностного уравнения 

𝐿𝑢 𝑥 + 𝜏, 𝑦 = 𝜆𝐿𝑢 𝑥, 𝑦 ,   𝜆 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; вопрос существования решения уравнения 

 𝐿𝑢 𝑥 + 𝜏, 𝑦 − 𝛽 
𝜕

𝜕𝑥
𝐿𝑢 𝑥 + 𝜏, 𝑦 + 𝐿𝑢 𝑥, 𝑦 

𝜕

𝜕𝑥
𝐿𝑢 𝑥, 𝑦 = 0, 𝛽 > 0 сводится к разрешимости 

нелинейного разностного уравнения (𝐿𝑢 𝑥 + 𝜏, 𝑦 − 𝛽)2 + 𝐿2𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝛼, 𝛼 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
Проблема однозначной разрешимости вполне интегрируемых уравнений (2) 

редуцируется к задаче существования и единственности решения разностных уравнений (3) с 

разностным оператором (1). 
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Постановка задачи. Однозначная разрешимость 

Не ограничивая общности и для наглядности рассмотрим уравнение (3) с оператором 

(1) когда 𝑛1 = 𝑛2 = 1, 𝑘1 = 𝑘2 = 1, то есть  

 𝐿𝑢(𝑥, 𝑦) ≡   𝑏𝑘+1,𝑛+1𝑢 𝑥 − 𝑘𝜏, 𝑦 + 𝑛𝑕 = 0,

1

𝑘=−1

1

𝑛=−1

 (4) 

0 < 𝜏, 𝑕 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑏𝑘,𝑛 ≡ 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, в области 𝐷 =   𝑥, 𝑦 : 0 < 𝑥 < 2𝜏, 0 < 𝑦 < 2𝑕 =  𝐷𝑖 ,𝑗 ,1
𝑖,𝑗=0  

где 𝐷𝑘,𝑛 =   𝑥, 𝑦 : 𝑘𝜏 < 𝑥 <  𝑘 + 1 𝜏, 𝑛𝑕 < 𝑦 <  𝑛 + 1 𝑕    𝑘, 𝑛 = −1,2 . 

Задача S. Найти в области 𝐷 решение 𝑢(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐶(𝐷) уравнения (4), удовлетворяющее 

условиям 

 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑝−1,𝑛 𝑥, 𝑦 ,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷−1,𝑛   𝑛 = −1,2 , (5) 

 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑠2,𝑛 𝑥, 𝑦 ,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷2,𝑛   𝑛 = −1,2 , (6) 

 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑓𝑘,2 𝑥, 𝑦 ,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷𝑘,2  𝑘 = −1,2 , (7) 

 𝑢 𝑥, 𝑦 = 𝑧𝑘,−1 𝑥, 𝑦 ,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷𝑘,−1   𝑘 = −1,2 , (8) 

причем  

𝑝−1,−1 𝑥, 𝑦 = 𝑧−1,−1 𝑥, 𝑦 , 𝑠2,−1 𝑥, 𝑦 = 𝑧2,−1 𝑥, 𝑦 , 

𝑝−1,2 𝑥, 𝑦 = 𝑓−1,2 𝑥, 𝑦 , 𝑠2,2 𝑥, 𝑦 = 𝑓2,2 𝑥, 𝑦 , 

где 𝑝−1,𝑛 𝑥, 𝑦 , 𝑠2,𝑛 𝑥, 𝑦   𝑛 = −1,2 ;  𝑓𝑘 ,2 𝑥, 𝑦 , 𝑧𝑘,−1 𝑥, 𝑦   𝑘 = −1,2  – заданные 

непрерывные функции. 

Теорема.  Если 𝑝−1,𝑛 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 𝐷−1,𝑛 ,   𝑠2,𝑛 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 𝐷2,𝑛   𝑛 = −1,2 ;     𝑓𝑘,2 𝑥, 𝑦 ∈

∈ 𝐶 𝐷𝑘,2 ; 𝑧𝑘,−1 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶 𝐷𝑘,−1   𝑘 = −1,2 ;  𝑏0,𝑗 = 𝑏2,𝑗   𝑗 = 0,1,2 ; 𝑑𝑒𝑡 𝐵1
2 − 𝐵0𝐵2 ≠ 0, то 

существует единственное решение 𝑢(𝑥, 𝑦) задачи S.  

Доказательство. 

Уравнение (4) в развернутом виде будет иметь вид 

 

𝐿𝑢 𝑥, 𝑦 ≡ 𝑏0,0𝑢 𝑥 + 𝜏, 𝑦 − 𝑕 + 𝑏0,1𝑢 𝑥 + 𝜏, 𝑦 + 𝑏0,2𝑢 𝑥 + 𝜏, 𝑦 + 𝑕 +
+𝑏1,0𝑢 𝑥, 𝑦 − 𝑕 + 𝑏1,1𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑏1,2𝑢 𝑥, 𝑦 + 𝑕 + 𝑏2,0𝑢 𝑥 − 𝜏, 𝑦 − 𝑕 +

+𝑏2,1𝑢 𝑥 − 𝜏, 𝑦 + 𝑏2,2𝑢 𝑥 − 𝜏, 𝑦 + 𝑕 = 0 . 

(9) 

В терминах функций 

 𝑢𝑖,𝑗  𝑥, 𝑦 = 𝑢 𝑥, 𝑦 ,  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐷𝑖,𝑗  (𝑖, 𝑗 = −1,2) (10) 

уравнение (9) представим в форме матричной системы в области 𝐷0,0 ∪ 𝐷0,1 ⊂ 𝐷, работая по 

переменной x, а затем в области 𝐷0,0 ⊂ 𝐷, работая по переменной y. 

Для этого в уравнении (9) заменим переменную x на 𝑥 + 𝑗𝜏  𝑗 = 0,1 . Принимая во 

внимание обозначение (10), условия (5) - (8), получим матричную систему уравнений 
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 𝑅𝑛+1

1

𝑛=−1

 
𝑢0,𝑛+𝑗 (𝑥, 𝑦 + 𝑛𝑕)

𝑢1,𝑛+𝑗 (𝑥 + 𝜏, 𝑦 + 𝑛𝑕)
 =

= −  𝑄𝑛+1

1

𝑛=−1

 
𝑢−1,𝑛+𝑗 (𝑥 − 𝜏, 𝑦 + 𝑛𝑕)

𝑢2,𝑛+𝑗 (𝑥 + 2𝜏, 𝑦 + 𝑛𝑕)
 ,  

(11) 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 𝑛𝑕 ≤ 𝑦 ≤  𝑛 + 1 𝑕   𝑗 = 0,1 , 

где  

 𝑅𝑛+1 =  
𝑏1,𝑛+1 𝑏0,𝑛+1

𝑏2,𝑛+1 𝑏1,𝑛+1
 , 𝑄𝑛+1 =  

𝑏2,𝑛+1 0

0 𝑏0,𝑛+1
 . (12) 

В системе (11)-(12), заменим переменную y на 𝑦 + 𝑗𝑕  𝑗 = 0,1 . Принимая во внимание 

обозначения (10), условия (5)-(8), получим для уравнения (9) эквивалент задачи S в форме 

матричной системы уравнений 

 𝑅𝑛+1

1

𝑛=−1

 
𝑢0,𝑛+𝑗 (𝑥, 𝑦 + (𝑛 + 𝑗)𝑕)

𝑢1,𝑛+𝑗 (𝑥 + 𝜏, 𝑦 + (𝑛 + 𝑗)𝑕)
 = −  𝑄𝑛+1

1

𝑛=−1

 
𝑢−1,𝑛+𝑗 (𝑥 − 𝜏, 𝑦 + (𝑛 + 𝑗)𝑕)

𝑢2,𝑛+𝑗 (𝑥 + 2𝜏, 𝑦 + (𝑛 + 𝑗)𝑕)
 , 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑕   𝑗 = 0,1 , 

или, используя клеточные матрицы, 

 
𝑅1 𝑅2

𝑅0 𝑅1
 

 

 
 

 
𝑢0,0(𝑥, 𝑦)

𝑢1,0(𝑥 + 𝜏, 𝑦)
 

 
𝑢0,1(𝑥, 𝑦 + 𝑕)

𝑢1,1(𝑥 + 𝜏, 𝑦 + 𝑕)
 
 

 
 

=  
𝐻1(𝑥, 𝑦)
𝐻2(𝑥, 𝑦)

 ≡ − 
𝑄1 𝑄2

𝑄0 𝑄1
 

 

 
 

 
𝑝−1,0(𝑥 − 𝜏, 𝑦)

𝑠2,0(𝑥 + 2𝜏, 𝑦)
 

 
𝑝−1,1(𝑥 − 𝜏, 𝑦 + 𝑕)

𝑠2,1(𝑥 + 2𝜏, 𝑦 + 𝑕)
 
 

 
 
− 

− 
𝑅0 0
0 𝑅2

 

 

 
 
 

𝑧0,−1(𝑥, 𝑦 − 𝑕)

𝑧1,−1(𝑥 + 𝜏, 𝑦 − 𝑕)
 

 
𝑓0,2(𝑥, 𝑦 + 2𝑕)

𝑓1,2(𝑥 + 𝜏, 𝑦 + 2𝑕)
 
 

 
 
−  

𝑄0 0
0 𝑄2

 

 

 
 
 
𝑝−1,−1(𝑥 − 𝜏, 𝑦 − 𝑕)

𝑠2,−1(𝑥 + 2𝜏, 𝑦 − 𝑕)
 

 
𝑝−1,2(𝑥 − 𝜏, 𝑦 + 2𝑕)

𝑠2,2(𝑥 + 2τ, 𝑦 + 2𝑕)
 
 

 
 

,    (13) 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑕, где 𝐻𝑗  𝑥, 𝑦 − матрицы-столбцы правых частей системы  𝑗 = 0,1 . 

Если 𝑏0,𝑗 = 𝑏2,𝑗  (𝑗 = 0,1,2), то матрицы 𝑅𝑗 (𝑗 = 0,1,2) из (12) будут симметричны и 

попарно коммутативны. Тогда при det(𝑅1
2 − 𝑅0𝑅2) ≠ 0 существует единственная обратная 

матрица  

 
𝑅1 𝑅2

𝑅0 𝑅1
 
−1

=
1

 𝑅0𝑅2 − 𝑅1
2 
 
−𝑅1 𝑅2

𝑅0 −𝑅1
 , 

и потому единственное решение матричной системы (13) можно получить в виде  

 

 
 

 
𝑢0,0(𝑥, 𝑦)

𝑢1,0(𝑥 + 𝜏, 𝑦)
 

 
𝑢0,1(𝑥, 𝑦 + 𝑕)

𝑢1,1(𝑥 + 𝜏, 𝑦 + 𝑕)
 
 

 
 

=
1

 𝑅0𝑅2 − 𝑅1
2 
 
−𝑅1 𝑅2

𝑅0 −𝑅1
  
𝐻1(𝑥, 𝑦)
𝐻2(𝑥, 𝑦)

 , 

0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑕, или,  

 
𝑢0,0(𝑥, 𝑦)

𝑢1,0(𝑥 + 𝜏, 𝑦)
 =  

𝑇1(𝑥, 𝑦)
𝑇2(𝑥, 𝑦)

 ≡
1

 𝑅0𝑅2−𝑅1
2  
 −𝑅1𝐻1 𝑥, 𝑦 + 𝑅2𝐻2 𝑥, 𝑦  , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑕 ; 
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𝑢0,1(𝑥, 𝑦 + 𝑕)

𝑢1,1(𝑥 + 𝜏, 𝑦 + 𝑕)
 =  

𝐾1(𝑥, 𝑦)
𝐾2(𝑥, 𝑦)

 ≡
1

 𝑅0𝑅2−𝑅1
2 
 𝑅0𝐻1 𝑥, 𝑦 − 𝑅1𝐻2 𝑥, 𝑦  , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑕. 

Следовательно, 

  

𝑢0,0 𝑥, 𝑦 = 𝑇1 𝑥, 𝑦 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑕;

𝑢1,0 𝑥 + 𝜏, 𝑦 = 𝑇2 𝑥, 𝑦 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑕;

𝑢0,1 𝑥, 𝑦 + 𝑕 = 𝐾1 𝑥, 𝑦 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑕;

𝑢1,1 𝑥 + 𝜏, 𝑦 + 𝑕 = 𝐾2 𝑥, 𝑦 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑕.

 
(14) 

Таким образом, согласно (10), (14), 

𝑢 𝑥, 𝑦 =

 
 
 

 
 𝑢0,0 𝑥, 𝑦 = 𝑇1 𝑥, 𝑦 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑕;                   

𝑢1,0 𝑥, 𝑦 = 𝑇2 𝑥 − 𝜏, 𝑦 , τ ≤ 𝑥 ≤ 2𝜏, 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑕;         

𝑢0,1 𝑥, 𝑦 = 𝐾1 𝑥, 𝑦 − 𝑕 , 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝜏, 𝑕 ≤ 𝑦 ≤ 2𝑕;        

𝑢1,1 𝑥, 𝑦 = 𝐾2 𝑥 − 𝜏, 𝑦 − 𝑕 , 𝜏 ≤ 𝑥 ≤ 2𝜏, 𝑕 ≤ 𝑦 ≤ 2𝑕

  

является единственным решением задачи S для уравнения (4) в области 𝐷 из класса 

непрерывных функций. 

Теорема доказана. 
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Abstract. A two-dimensional equation with advance and delay is considered in partial 
differences. The left part of the equation is the difference operator of a completely 
integrable differential-functional equation. The question of existence and uniqueness is 
reduced to the solvability of a block matrix system in the class of continuous functions. 
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Аннотация. Авторы предлагают обобщенную модель функционирования 
распределенной информационной образовательной системы, изложены 
особенности задач управления дистанционной учебной деятельностью. В основу 
концепции модели автоматизированного образовательного процесса авторами 
положено понятие идентификатора состояния обученности – как критерия, 
определяющего качество подготовки обучающегося, либо группы обучающихся, 
т.к. предлагаемый авторами критерий применим в обоих случаях. Дистанционная 
учебная деятельность, с точки зрения информационной системы ВУЗа, 
рассматривается как целенаправленный процесс изменения состояния абонентов 
информационной системы посредством специальных информационных 
воздействий на них. Управление трактуется как инструмент описания модели 
процесса дистанционного обучения. Указываются этапы, на которые разбиваются 
процессы управления. Под объектом управления подразумевается множество 
субъектов учебной деятельности, при этом субъектом учебной деятельности 
может быть как конкретный обучаемый, так и группу обучаемых. Преподаватели, 
в предлагаемой модели, выступают как управляющие устройства, 
осуществляющие реализацию алгоритма управления – обучение, и образующие 
собственное множество. Исходя из предлагаемой модели, авторы полагают, что 
эффективность обучения напрямую зависит от адекватности предлагаемых в 
статье моделей субъекта обучения, причем, в процессе обучения сама модель 
подвержена изменениям. С точки зрения авторов, задача оптимизации процесса 
учебной деятельности в своем условии содержит неопределенность, что диктует 
необходимость  ввода в её условие случайных величин, принимающих значение 1 
(знает) или 0 (не знает). Обосновывается и подробно описывается блок-схема 
управления процессом дистанционной учебной деятельности посредством 
информационной системы ВУЗа. В дальнейшем предполагается уточнение 
отдельных параметров предлагаемой модели, замена абстрактных 
математических формулировок конкретными алгоритмами и стандартными 


